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Vorwort 
Die ständige und verlässliche Verfügbarkeit elektrischer Energie an jedem Ort und in der gerade 
benötigten Menge bildet das Rückgrat jeder Wirtschaftsnation. Um das gewohnt hohe Maß an 
Versorgungssicherheit und -zuverlässigkeit zu erreichen, ist ein engmaschiges, stabiles 
Energieversorgungsnetz erforderlich, was hinreichende Reserven bietet, um den vielfältigen 
Anforderungen der Netznutzer zu jedem Zeitpunkt gerecht zu werden.  

Wirtschaftliche Boomphasen und Krisen, der demographische Wandel, technologischer 
Fortschritt und nicht zuletzt politische Interessen und gesellschaftliche Strömungen führen 
dazu, dass die Nutzung des elektrischen Netzes einem ständigen Wandel unterliegt, mit dem 
der Netzausbau kaum Schritt halten kann, so dass die Reserven mehr und mehr schwinden. Das 
Netz ist zunehmend „auf Kante genäht“. Daher ist die Kenntnis über den Zustand des 
elektrischen Netzes und seiner entsprechenden Stellschrauben von essentieller Bedeutung. 

In diesem Skript sind hierfür die mathematischen Grundlagen zur stationären und 
quasistationären Netzberechnung wiedergegeben. Sie beinhalten sowohl die Modellierung der 
jeweiligen Betriebsmittel und der Netztopologie als auch die wichtigsten Methoden zur 
Berechnung des symmetrischen und unsymmetrischen Netzzustands im fehlerfreien und 
fehlerbehafteten Fall.  

Auch wenn heute in der Regel kommerzielle Software die Aufgabe der Netzberechnung 
übernimmt, sollte ein in der Energiewirtschaft tätiger Ingenieur die zugrunde liegenden 
Algorithmen kennen, um die Software sinnvoll parametrieren und die Ergebnisse besser 
interpretieren zu können. 

 

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich darauf hingewiesen, dass das Skript nicht die Vorlesung 
und die Vorlesung nicht das Skript ersetzt, sondern sich Vorlesung und Skript gegenseitig 
ergänzen. Während im Skript die mathematische Modellierung im Vordergrund steht, legt die 
Vorlesung den Schwerpunkt auf das Verständnis und den Zusammenhang. 

 

Ich wünsche dem geneigten Leser die selbe Freude am Stoff, die ich dereinst empfand, als ich 
in die Netzberechnung eingeführt wurde.  

 

Martin Wolter 

August 2020 
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1 Modale Komponenten 
Der allgemeine Aufbau des Drehstromsystems ist in Bild 1 dargestellt. Ströme und Spannungen 
in den einzelnen Phasen lassen sich in der Regel nicht unabhängig voneinander berechnen, da 
es zwischen den Phasen zu Kopplungen kommt. 

 
Bild 1: allgemeiner Aufbau des Drehstromsystems in natürlichen Koordination 

Aus dieser Kopplung resultiert eine voll besetzte Systemmatrix Z  im Gleichungssystem. 
Maschenumläufe für jede Phase über Erde ergeben  

 
q,aaa ab ac aa N

ba bb bc bb q,b N

ca cb cc cc Nq,c

UU Z Z Z I U
U Z Z Z I U U
U Z Z Z I UU

  (1.1) 

oder kürzer 

 q Nu Z i u u   (1.2) 

In der Regel kann von einem symmetrischen Drehstromsystem ausgegangen werden. Das 
bedeutet, dass die Impedanzen der einzelnen Phasen und ihre Kopplung identisch groß sind, die 
Quellspannungen gleiche Beträge haben und sich nur durch ihre Phasendifferenz von jeweils 
120° unterscheiden. Als Referenzphase bzw. Bezugsleiter dient in der Regel Phase a, so dass 
dort ohne Beschränkung der Allgemeinheit der Phasenwinkel 0° angenommen wird.  

Aus den Symmetriebedingungen ergibt sich 

 aa bb cc s s s

ab bc ac ba cb ca g g g

j
+ j

Z Z Z Z R X
Z Z Z Z Z Z Z R X

  (1.3) 

mit der Selbstimpedanz sZ  und der Gegenimpedanz gZ . Für die Quellspannungen gilt unter 
Verwendung des Drehoperators  

 
2j π
3a e   (1.4) 

aU
NU NZ

q,aU

q,bU

q,cU

aaZ

bbZ

ccZ

abZ

acZ bcZ

cI

bI

aI

bU cU
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q,a q

2
q,b q

q,c q

a

a

U U

U U

U U

  (1.5) 

In einem symmetrischen Drehstromsystem wird die Impedanzmatrix diagonal-zyklisch 
symmetrisch. Gl. (1.1) erhält unter den Symmetrieannahmen die Form 

 
s g g aa

2
g s g bb q N

g g s cc

1 1
a 1
a 1

U Z Z Z I
U Z Z Z I U U
U Z Z Z I

 (1.6) 

Durch die Nutzung modaler Größen anstelle der natürlichen Koordinaten a, b, c lässt sich das 
Gleichungssystem noch weiter vereinfachen und idealerweise auch entkoppeln. Die 
Überführung der natürlichen Größe g  in ihr modales Pendant 

m
g  soll dabei über eine lineare, 

umkehrbare und eindeutige Transformation erfolgen, so dass gilt 

 
m m

1
mm

g T g

g T g
  (1.7) 

Werden in Gl. (1.6) u  und i  durch modale Größen ausgedrückt, ergibt sich 

 m mm m q NT u Z T i u u   (1.8) 

Auflösen von Gl. (1.8) nach mu  ist aufgrund der Umkehrbarkeit der Transformation möglich 
und resultiert in 

 
1 1 1

m m m mm m q N

mm m q,m N,m

u T Z T i T u T u

u Z i u u
  (1.9) 

Das beschriebene Vorgehen ist in der Mathematik auch als Hauptachsentransformation 
bekannt, deren Ziel es ist, eine Diagonalmatrix mZ  zu entwickeln, auf deren Hauptdiagonale 
die Eigenwerte von Z  zu finden sind. Bei den meisten Modaltransformationen wird dies 
ebenfalls erreicht. Je nach Problemstellung und Anwendungsfall kommen dabei 
unterschiedliche Transformationsmatrizen zum Einsatz, die im Folgenden entwickelt werden 
sollen. 

1.1 Allgemeine Entwicklung der Transformationsmatrix 
Die Transformationsmatrix mT  besteht aus den zu den jeweiligen Eigenwerten gehörenden 
Eigenvektoren, die das transformierte (modale) Koordinatensystem aufspannen und orthogonal 
zueinander sind.  

 
11 12 13

m 21 22 23 1 2 3

31 32 33

t t t
k t t t k

t t t
T t t t   (1.10) 

Das bedeutet, 1t , 2t  und 3t  müssen linear unabhängig sein, ansonsten wäre auch die Bildung 
der Inversen von mT  nicht möglich. k ist ein beliebiger Skalierungsfaktor ungleich Null. 
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Die Eigenwerte von Z  lassen sich über das charakteristische Polynom bestimmen.  

s g g
3 2 3

g s g s s g g

g g s

det det 3 2 0
Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z
Z Z Z

Z E   (1.11) 

Die Auflösung von Gl. (1.11) ergibt drei Eigenwerte, wobei einer doppelt ist. 

 
s g1

s g2

s g3 2

Z Z

Z Z

Z Z

  (1.12) 

Für jeden Eigenwert muss wie oben beschrieben ein linear unabhängiger Eigenvektor gefunden 
werden. Für 1  ergibt sich 

 
11

g1 1 21

31

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0

t
Z t

t
Z E t   (1.13) 

Es zeigt sich, dass es keine eindeutige Lösung gibt. Vielmehr sind alle Lösungen denkbar, für 
die gilt, dass die Summe der Koeffizienten der Eigenvektoren Null ergibt. 

 11 21 31 0t t t   (1.14) 

Selbiges gilt für 2   

 12 22 32 0t t t   (1.15) 

Für den Eigenwert 3  ergibt sich 

 
13

g3 3 23

33

2 1 1 0
1 2 1 0
1 1 2 0

t
Z t

t
Z E t   (1.16) 

Auch in diesem Fall gibt es keine eindeutige Lösung. Denkbar sind neben unendlich vielen 
anderen Lösungen z. B. sämtliche Eigenvektoren, bei denen alle Koeffizienten gleich groß sind. 

 13 23 33t t t   (1.17) 

Als Transformationsmatrix kommt also jede beliebige invertierbare Matrix in Frage, die den 
Anforderungen der Gln. (1.14), (1.15) und (1.17) entspricht. In Gl. (1.14) und Gl. (1.15) können 
jeweils zwei Paramater frei festgelegt werden, in Gl. (1.17) nur einer. Dabei ist insbesondere 
bei 1  und 2  auf lineare Unabhängigkeit der Eigenvektoren zu achten, um eine invertierbare 
Matrix zu erhalten.  
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1.2 Leistung in modalen Koordinaten 
Die Leistung des Gesamtsystems berechnet sich aus der Summe der Komponentenleistungen. 
In natürlichen Koordinaten gilt 

 T
a b ca b cS U I U I U I u i   (1.18) 

und in modalen Koordinaten entsprechend 

 T
m m mS u i   (1.19) 

Soll die Leistung auch nach der Transformation in ein anderes Modalsystem konstant bleiben, 
muss gelten 

 mS S   (1.20) 

Ausdrücken der natürlichen Größen durch ihre Transformierte ergibt 

 
!T T T T

m m m mm m m m m mT u T i u T T i u i   (1.21) 

Dies ist nur möglich, wenn 

 T
m mT T E   (1.22) 

und kann in Gl. (1.10) ggf. durch geeignete Wahl des Faktors k realisiert werden. Ist die 
Leistung in natürlichen und modalen Koordinaten identisch, so wird von einer 
leistungsinvarianten Transformation gesprochen.  

1.3 Häufig verwendete Komponentensysteme 
Wie beschrieben, sind unendlich viele Transformationen möglich. In der Praxis haben sich 
allerdings nur einige wenige Komponentensysteme durchgesetzt, da sie für ihren jeweiligen 
Anwendungsfall besonders vorteilhafte Eigenschaften aufweisen. Die stationäre 
Netzberechnung beruht zumeist auf den symmetrischen Komponenten, während z. B. in der 
Leistungselektronik oft die Clarke-Transformation zur Regelung und Beschreibung der 
Vorgänge verwendet wird. Für die Modellierung drehender Maschinen, insbesondere der 
Synchrongeneratoren, wird in der Regel die Park-Transformation angewandt.

1.3.1 Symmetrische Komponenten 

Die symmetrischen Komponenten wurden 1918 durch Charles Legeyt Fortescue eingeführt, der 
nachwies, dass sich jedes beliebige, unsymmetrische n-phasige System als Summe von n 
symmetrischen Einzelkomponenten ausdrücken lässt. Durch Wahl der Transformationsmatrix 

 2
m

2

1 1 1

a a 1

a a 1

kT   (1.23) 

ergibt sich für 1  ein System, das in seiner Reihenfolge 21 a a  mit dem natürlichen 
System mit dreht und daher den Namen „Mitsystem“ erhalten hat. Für 2  ergibt sich ein 
System, dass in seiner Reihenfolge dem natürlichen System entgegen gerichtet ist und daher 
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„Gegensystem“ heißt. Der Eigenvektor von 3  ist in allen Phasen gleichermaßen vertreten und 
bildet kein drehendes System aus. Es wird daher Nullsystem genannt und bekommt zur besseren 
Kennzeichnung des besonderen Verhaltens statt dem bisher allgemein gehaltenen Index 3 den 
Index 0. Bei Wahl von k = 1 ergibt sich 

 

2

T2 1 2
SK SK SK

2

1 1 1 1 a a
1 1a a 1 1 a a
3 3

1 1 1a a 1

T T T   (1.24) 

Die Anwendung der symmetrischen Komponenten auf Gl. (1.9) ergibt mit 

 

2
q

2 2
q,m q

1 a a 1
1 1 a a a 0
3

1 1 1 a 0

U

Uu   (1.25) 

und 

 

2

2
N,m N

N

1 a a 1 0
1 1 a a 1 0
3

1 1 1 1
U

U
u   (1.26) 

das folgende Gleichungssystem 

 
q1 11

2 22

0 00 N

0
0 0
0

UU Z I
U Z I
U Z I U

  (1.27) 

Hier zeigt sich der besondere Vorteil der symmetrischen Komponenten. Im fehlerfreien, 
symmetrischen Fall, sind Gegen- und Nullsystem passiviert und brauchen nicht mitberechnet 
zu werden, da das Gegensystem quellenfrei ist und sich NU  nur ausprägen kann, wenn die 
Summe von aI , bI  und cI  nicht Null ist. Es reicht daher aus, lediglich das Mitsystem zu 
betrachten. Erst im Fehlerfall bzw. bei Unsymmetrien ist es erforderlich, Gegen- und 
Nullsystem, zu berücksichtigen. 

Eine weitere positive Eigenschaft der symmetrischen Komponenten ist die 
Bezugsleiterinvarianz. Im symmetrischen Fall (Gegen- und Nullsystem sind passiv) gilt 

 
1a 1

2 2
b 1

2
c 1

1 1 1

a a 1 0 a
0 aa a 1

GG G
G G
G G

  (1.28) 

Das heißt, Ströme und Spannungen im Mitsystem entsprechen den jeweiligen Größen im 
Bezugsleiter a und machen die symmetrischen Komponenten damit besonders einfach 
interpretierbar. Allerdings ist darauf zu achten, dass  
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2

T 2 2
SK SK

2

1 a a 1 1 1 3 0 0
1 a a a a 1 0 3 0 3
1 1 1 0 0 3a a 1

T T E   (1.29) 

Das heißt, die Leistung in natürlichen Koordinaten ist dreimal größer als in den gewählten 
symmetrischen Komponenten. Sie sind daher leistungsvariant. Ein leistungsinvariantes 
Komponentensystem kann durch Wahl des Faktors 3k  erreicht werden. Dadurch würde 
allerdings die Bezugsleiterinvarianz aufgegeben und alle Ströme und Spannungen im 
Modalsystem um den Faktor 3  größer sein als im natürlichen System. In der Praxis hat sich 
daher die bezugsleiterinvariante Transformation durchgesetzt. 

Aus Gl. (1.27) ist ersichtlich, dass das Mit-, Gegen- und Nullsystem im fehlerfreien, 
symmetrischen Fall entkoppelt voneinander berechnet werden kann.  

 
Bild 2: Symmetrische Komponenten 

Die Sternpunktimpedanz geht mit ihrem dreifachen Wert ausschließlich in das Nullsystem ein, 
da  

 N N N a b c N 0N 3U Z I Z I I I Z I   (1.30) 

  

qU 1U

1Z
1I

2U

2Z
2I

N3 Z 0U

0Z
0I

NU
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1.3.2 Diagonalkomponenten (Clarke-Transformation) 

Die Diagonalkomponenten oder auch α,β,0 -Komponenten nach Edith Clarke ergeben sich mit 
1k  durch Wahl der Transformationsmatrix wie folgt 

 1
D D

1 0 1 2 1 1
1 3 11 0 3 3
2 2 3

1 1 1
1 3 1
2 2

T T   (1.31) 

Die Koeffizienten erklären sich anschaulich, in dem die drei natürlichen Größen in eine 
komplexe Ebene gelegt werden, die von den α - und β - Vektoren aufgespannt wird. 

 
Bild 3: komplexe Ebene der Diagonalkomponenten 

Die erste Spalte von DT  entspricht somit dem Realteil der ersten Spalte von SKT  und die zweite 
Spalte von DT  dem Imaginärteil der zweiten Spalte von SKT .  

Die Anwendung der Diagonalkoeffizienten auf Gl. (1.9) ergibt mit 

 
q q,α

2
q,D q q q,β

12 1 1
1 0 3 3 a j
3

1 1 1 a 0 0

U U

U U Uu   (1.32) 

und 

 N,D N

N

2 1 1 1 0
1 0 3 3 1 0
3

1 1 1 1
U

U
u   (1.33) 

das folgende Gleichungssystem 

 
q,αα αα

β ββ q,β

0 0 N0

0
0

0

UU Z I
U Z I U

Z I UU

  (1.34) 

α

jβ

1

3j
2

3j
2

1
2
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wobei die Impedanzmatrix mit der der symmetrischen Komponenten identisch ist. Dennoch 
ergeben sich zwei wesentliche Unterschiede: 

 Die Transformationsmatrizen der Diagonalkomponenten sind reellwertig. 
 Eine einphasige Ersatzschaltung aufgrund zweier passiver Systeme gibt es nicht mehr. 

In der Regel speist die Quelle sowohl das α - als auch das β - System. 

Wie bei den symmetrischen Komponenten ergeben sich im fehlerfreien Fall drei entkoppelt 
berechenbare Systeme mit der dreifachen Sternpunktimpedanz im Nullsystem. 

 
Bild 4: Diagonalkomponenten 

1.3.3 Weitere Transformationsmatrizen 

Die symmetrischen Komponenten und die Diagonalkomponenten haben gemeinsam, dass ihre 
jeweiligen Transformationsmatrizen konstante Koeffizienten aufweisen. Dies muss nicht 
immer vorteilhaft sein. Um z. B. Vorgänge im Rotor von Synchronmaschinen zu beschreiben, 
macht es Sinn, ein umlaufendes Koordinatensystem und damit eine zeitveränderliche 
Transformationsmatrix zu wählen, so dass die modalen Größen wieder konstant sind. Dies wird 
durch die dq0-Transformation nach Robert H. Park ermöglicht.  

Darüber hinaus sind die symmetrischen Komponenten lediglich zur Beschreibung stationärer, 
einfrequenter Vorgänge gedacht. Um auch mehrfrequente, dynamische Vorgänge beschreiben 
zu können, sind Raumzeigertransformationen erforderlich, die wiederum auf ruhenden oder 
umlaufenden Koordinaten basieren können. Tatsächlich lässt sich nachweisen, dass die 
symmetrischen Komponenten ein Sonderfall der allgemein gültigen Raumzeiger sind.  

  

q,αU αU

αZ
αI

N3 Z 0U

0Z
0I

NU

βU

βZ
βI

q,βU
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1.4 Übersicht der Transformationsmatrizen 
 
Tabelle 1: bezugsleiterinvariante Transformationsmatrizen 
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Tabelle 2: leistungsinvariante Transformationsmatrizen 
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2 Modellierung der Betriebsmittel 
Um die Vorgänge in elektrischen Energieversorgungsnetzen berechnen zu können, ist eine 
systematische Beschreibung der Topologie des Netzes und des physikalischen Verhaltens der 
einzelnen Betriebsmittel erforderlich. Hierzu sind unterschiedliche Ansätze denkbar, 
insbesondere die Graphentheorie und die Multipoltheorie. Letztere bietet für die stationäre und 
quasistationäre Netzberechnung eine Reihe von Vorteilen, insbesondere: 

 Die aufzustellenden Betriebsmitteladmittanzmatrizen sind kleiner. 
 Es wird direkt mit real vorkommenden, messbaren Größen gerechnet, die bei der 

Graphentheorie erst aus den Zweiggrößen abgeleitet werden müssen. 
 Da keine Zweigrichtungen (willkürlich) festgelegt werden müssen, sind die Ergebnisse 

eineindeutig. Durch den Wegfall der mit der Festlegung der Zweigrichtung 
einhergehenden Vorzeichen entfällt auch eine mögliche Fehlerquelle. 

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Betriebsmittel symmetrisch aufgebaut sind, 
so dass hier lediglich das Mitsystem betrachtet wird. Symmetrie wird entweder durch geeignete 
Konstruktion des Betriebsmittels hergestellt oder kann im Fall von Freileitungen durch 
Verdrillung der Phasen hinreichend gut erzielt werden. 

Die Multipoltheorie betrachtet die Betriebsmittel als Blackbox mit einer beliebigen Anzahl von 
Klemmen, an denen Ströme und Spannungen gemessen werden können. Somit wird die Realität 
optimal nachgebildet, da z. B. auch bei einem Kabel Ströme und Spannungen nur an den beiden 
Enden direkt gemessen werden können, nicht aber der Spannungs- oder Stromverlauf im Kabel. 
Gemäß der Konvention des Verbraucherzählpfeilsystems werden Ströme, die in das 
Betriebsmittel fließen, immer positiv gezählt. Bei den meisten Betriebsmitteln im elektrischen 
Energieversorgungsnetz besteht zwischen den Klemmenströmen und -spannungen ein linearer 
Zusammenhang. Das physikalische Verhalten des Betriebsmittels kann folglich durch ein 
lineares Gleichungssystem beschrieben werden, dessen Größe von der Anzahl der Klemmen 
abhängt.  

Um Knoten- und Klemmengrößen im weiteren Verlauf besser durch Indizierung unterscheiden 
zu können, wird statt des deutschen Worts „Klemme“ das englische Pendant „Terminal“ 
verwendet.  

2.1 Zweipole 
Die allgemeine Blackbox-Darstellung des Zweipols ist in Bild 5 gegeben. 

 
Bild 5: allgemeine Darstellung eines Zweipols 

AU

AI A
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Der Zweipol weist ein Klemmenpaar auf, vom dem eine Klemme auf Erdpotential liegt und 
daher nicht weiter betrachtet wird. Zwischen ihr und der anderen Klemme (Terminal A) liegt 
die Terminalspannung AU  an.  

Da ein linearer Zusammenhang zwischen den Terminalgrößen vorausgesetzt war, lässt sich 
dieser wie folgt in Admittanzform ausdrücken 

 A A qAI Y U I   (2.1) 

Daraus ergibt sich das allgemeine Ersatzschaltbild aus Bild 6.  

 
Bild 6: allgemeines Ersatzschaltbild des Zweipols 

In der Regel ist die Admittanzdarstellung vorteilhafter als die ansonsten gleichwertige 
Impedanzform, da sie keine internen Knoten besitzt. Lediglich bei der Stabilitätsberechnung 
wird oftmals die Impedanzform vorgezogen. 

Als Zweipole lassen sich modellieren: 
 Synchron- und Asynchronmaschinen im Generator- oder Motorbetrieb 
 Ersatznetze 
 Nichtmotorische Lasten 
 Querkompensationsanlagen (Kondensatorbänke und Drosselspulen) 

Für Synchronmaschinen gilt zum Beispiel 

 A
a d

1
j

Y
R X

  (2.2) 

und 

 q A pI Y U   (2.3) 

2.2 Vierpole 
Die allgemeine Blackbox-Darstellung des Vierpols ist in Bild 7 dargestellt.  

 
Bild 7: allgemeine Darstellung eines Vierpols 

Der Vierpol hat zwei Terminals (A und B), so dass sich in der allgemeinen Form ein lineares 
Gleichungssystem 2. Ordnung mit der Betriebsmitteladmittanzmatrix T,BMY  ergibt.  

AU

AI A

qI AY

BU

BI B

AU

AIA
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A AA AB A

B BA BB B

T,BMT,BM T,BM

UI Y Y
UI Y Y

i Y u
  (2.4) 

Vierpole sind Leitungen (Freileitungen und Kabel) sowie Zweiwicklungstransformatoren und 
Längskompensationsanlagen. Diese Betriebsmittel weisen keine Quellen auf, so dass auf die 
Modellierung einer Stromquelle verzichtet werden kann. Im Folgenden wird die Ermittlung der 
Koeffizienten der Matrix für die Leitung und den Transformator noch näher beleuchtet. 

2.2.1 Leitungen 

Das allgemeine Ersatzschaltbild einer Leitung mit konzentrierten Parametern ist in Bild 8 
dargestellt und wird aufgrund seiner Form als π-Ersatzschaltbild bezeichnet. 

 
Bild 8: Ersatzschaltbild einer Leitung 

Dabei sind  

 
A B

M

1 j
2

1
j

Y Y G C

Y
R X

  (2.5) 

Anwenden des 1. Kirchhoffschen Satzes an den beiden Verzweigungsstellen liefert 

 A A M M A

B M B M B

UI Y Y Y
UI Y Y Y

  (2.6) 

Damit sind die Koeffizienten der Betriebsmitteladmittanzmatrix bestimmt. AY , BY  und MY
lassen sich aus der Leitungslänge l und den jeweiligen Belägen ermitteln 

 

R r l
X x l
C c l
G g l

  (2.7) 

2.2.2 Zweiwicklungstransformatoren 

Das allgemeine Ersatzschaltbild des Zweiwicklungstransformators ist in Bild 9 dargestellt und 
wird aufgrund seiner Form als T-Ersatzschaltbild bezeichnet. Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit sei angenommen, dass die Wicklung an Terminal B geregelt sei und die Werte 
der Ersatzschaltbildelemente der Seite B auf die Seite A bezogen seien. Die Rückübersetzung 
der Größen auf die tatsächlichen Strom- und Spannungswerte wird durch einen idealen 

BU

BI B

AU

AIA

AY BY
MY
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Übertrager mit dem Übersetzungsverhältnis  realisiert, durch den auch gleich eine etwaige 
durch die Schaltgruppe bedingte Phasendrehung und die Regelung des Transformators 
mitmodelliert wird.  

 
Bild 9: allgemeines Ersatzschaltbild eines Zweiwicklungstransformators 

Dabei sind 

 

A
A A

B
B B

M
Fe h

1
j

1
j

1 1
j

Y
R X

Y
R X

Y
R X

  (2.8) 

AI  und BI  lassen sich als Funktionen von AU , BU  und MU  ausdrücken. 

 
A A A M

B B B M

I Y U U

I Y U U
  (2.9) 

Zusätzlich gilt der 1. Kirchhoffsche Satz am Verzweigungspunkt im Trafo 

 A B M M 0I I Y U   (2.10) 

Aus Gl. (2.9) und Gl. (2.10) lässt sich ein lineares Gleichungssystem aufstellen 

 
A A A A

B B B B

MA B A B M

0

0
0

I Y Y U

I Y Y U
UY Y Y Y Y

  (2.11) 

Gl. (2.11) hat noch nicht die gewünschte Ordnung, da sie mit MU  noch eine innere, fiktive 
Größe enthält, die noch eliminiert werden muss. Aus diesem Grund wird die unterste Gleichung 
nach MU  aufgelöst, so dass MU  als Funktion von AU  und BU  angegeben werden kann. 

 
A

A BM
BA B M

1 U
U Y Y

UY Y Y
  (2.12) 

Einsetzen von Gl. (2.12) in die oberen beiden Gleichungen aus Gl. (2.11) ergibt 

 
A B M A BA A

B BA B M A B B A M

1 Y Y Y Y Y UI

UI Y Y Y Y Y Y Y Y
  (2.13) 

BU

BI B

AU

AIA AY

MY

BY

BUMU

BI B
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Um mit den tatsächlichen Strömen und Spannungen rechnen zu können und um die 
Traforegelung in die Betriebsmitteladmittanzmatrix zu integrieren, sind im nächsten Schritt die 
bezogenen Größen zu eliminieren. Dies geschieht durch 

 B BU U   (2.14) 

mit  

 
πjr,T,A 6

r,T,B
e

kU
U

  (2.15) 

 ist dabei die durch die Traforegelung hervorgerufene und auf das Terminal A bezogene 
Änderung des Spannungsbetragsverhältnisses,  die durch die Traforegelung hervorgerufene 
Phasenverschiebung und k die durch die Schaltgruppe festgelegte Phasendrehung (z. B. k = 5 
beim Yd5-Transformator). Bei einem solchen idealen Übertrager gilt 

 B BS S   (2.16) 

Folglich muss gelten 

 B B
1I I   (2.17) 

Einsetzen von Gl. (2.14) und Gl. (2.17) in Gl. (2.13) liefert  

 
A B M A BA A

2B BA B M A B B A M

1 Y Y Y Y Y UI
UI Y Y Y Y Y Y Y Y

  (2.18) 

Damit sind die Koeffizienten der Betriebsmitteladmittanzmatrix bestimmt. AY  und BY  lassen 
sich aus dem Kurzschlussversuch ableiten. Da eine präzise Zuordnung zur A- oder B-Wicklung 
bei diesem Vorgehen nicht möglich ist, werden die Werte hälftig auf beide Wicklungen verteilt. 

 V,k
A B 2

r,T,A

1
2 3

P
R R

I
  (2.19) 

 
2 2

r,T,A V,k r,T,A
A B k k2

r,T,Ar,T,A r,T,A

1 1
2 233 3

U P U
X X u u

II I
  (2.20) 

MY  lässt sich im Leerlaufversuch bestimmen 

 
2
r,T,A

Fe
V,0

U
R

P
  (2.21) 

 r,T,A
h

0,A3
U

X
I

  (2.22) 

2.3 Sechspole 
Die allgemeine Blackbox-Darstellung des Sechspols ist in Bild 10 dargestellt. 
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Bild 10: allgemeine Darstellung des Sechspols 

Es handelt sich hierbei um den Dreiwicklungstransformator. Sein physikalisches Verhalten 
wird durch ein lineares Gleichungssystem dritter Ordnung beschrieben. 

 
A AA AB AC A

B BA BB BC B

C CA CB CC C

I Y Y Y U
I Y Y Y U
I Y Y Y U

  (2.23) 

Die Bestimmung der Koeffizienten der Betriebsmitteladmittanzmatrix erfolgt analog zur 
Vorgehensweise beim Zweiwicklungstransformator. Oftmals wird er jedoch nicht als 
tatsächlicher Dreiwicklungstransformator, sondern als Kombination von drei 
Zweiwicklungstransformatoren modelliert. 

2.4 Achtpole 
Die allgemeine Blackbox-Darstellung des Achtpols ist in Bild 11 dargestellt. 

 
Bild 11: allgemeine Darstellung eines Achtpols 

Es handelt sich hierbei z. B. um Doppelleitungssysteme, d. h. Leitungen, die gemeinsam auf 
einem Mast hängen und sich trotz Verdrillung gegenseitig induktiv und kapazitiv beeinflussen. 
Das Verhalten eines solchen Doppelleitungssystems lässt sich durch ein lineares 
Gleichungssystem vierter Ordnung beschreiben. 

 

AA AB AC ADA A

BA BB BC BDB B

CA CB CC CDC C

DA DB DC DDD D

UY Y Y YI
UY Y Y YI
UY Y Y YI
UY Y Y YI

  (2.24) 
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Die 2 2  Untermatrizen auf der Hauptdiagonale beschreiben dabei das Verhalten der 
jeweiligen Leitung als Vierpol und die Untermatrizen auf der Nebendiagonale die Kopplung 
zwischen den Systemen. 

Auf die gleiche Art und Weise lassen sich auch Trassen mit drei oder mehr Systemen durch 
Zwölfpole, 16-Pole usw. modellieren. In der Regel wird die gegenseitige Beeinflussung jedoch 
vernachlässigt und sämtliche Leitungen als Vierpole modelliert. 
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3 Netzgleichungssysteme 
Für die Netzberechnung wird ein geeignetes Gleichungssystem gesucht, mit dem die zu 
betrachtenden Vorgänge möglichst einfach modelliert werden können. Hierzu bedarf es eines 
Zustandsvektors, der die folgenden Eigenschaften aufweisen soll: 

 eindeutig und konsistent 
 möglichst geringe Zahl an Zustandsgrößen 
 möglichst einfache Berechnung weiterer interessierender Größen 

Es kommen entweder Maschenströme oder Knotenspannungen infrage, wobei einzig letztere 
die Anforderungen vollumfänglich erfüllen.  

Im Folgenden werden unterschiedliche Ansätze zur Aufstellung der Netzgleichungssysteme 
vorgestellt. 

3.1 Multipoltheorie 
In Kapitel 2 ist das physikalische Verhalten der einzelnen Betriebsmittel als Multipol 
beschrieben. Diese sind aber noch nicht miteinander verknüpft. Werden alle 
Betriebsmittelgleichungen in ein gemeinsames Gleichungssystem geschrieben, so ergibt sich 
ein lineares Gleichungssystem, dessen Systemmatrix Blockdiagonalform hat. 

 

A,1A,1 A,1

A,A, A,

A, +1A, +1 AA, 1 AB, 1

B, +1B, +1 BA, 1 BB, 1

A, +A, + AA, AB,

B, + BA, BB, B, +

UI Y

UI Y
UI Y Y
UI Y Y

UI Y Y
I Y Y U

,, ,

,, , ,

,, ,

  (3.1) 

In Gl. (3.1) ist die Zusammenführung exemplarisch für  Zweipole und  Vierpole 
geschehen. Die Integration der Sechs- und Achtpole erfolgt analog. Die Reihenfolge der 
Betriebsmittel ist unerheblich. Die gewünschte Blockdiagonalform legt die Nummerierung der 
Terminals dergestalt fest, dass jedem Betriebsmittel immer eine zusammenhängende Gruppe 
Terminalnummern zugeordnet ist.  

Für das Beispielnetz aus Bild 12 ergibt sich mit dem Ersatzschaltbild aus Bild 13 T,gesY  zu 

 

T T

T T

A M M
T,ges

M B M

d

L

Y Y
Y Y

Y Y Y
Y Y Y

Y
Y

Y   (3.2) 
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Bild 12: Beispielnetz 

 

 
Bild 13: Ersatzschaltbild inkl. Knoten- und Terminalnummerierung 

Sie kann auch zusammengesetzt werden aus einer Terminaladmittanzmatrix für Zweipole 
T,ZPY  und einer Terminaladmittanzmatrix für alle anderen Betriebsmittel T,RestY . 

 T,Rest
T,ges

T,ZP

Y
Y

Y
  (3.3) 

Im Rahmen der knotenorientierten Beschreibung des Systemzustands wird in der Regel nur 
T,RestY  benötigt, so dass diese im Folgenden vereinfachend abgekürzt als TY  bezeichnet wird. 

Die Terminalströme der Zweipole werden an jedem Knoten zu einem Summenstrom, dem 
Knotenstrom KI , zusammengefasst. Hierdurch vereinfacht sich die weitere Berechnung und es 
muss nicht mit fiktiven inneren Quellenströme gearbeitet werden kann.  

3.1.1 Topologiebeschreibung 

Die Topologie des Netzes wird beschrieben durch die logische Zuordnung von Terminals zu 
Knoten. Dies geschieht über die Knoten-Terminal-Inzidenzmatrix KTK . Ist ein Terminal mit 
einem Knoten verbunden, so wird an die entsprechende Stelle in der Matrix eine „1“ 
geschrieben. Alle anderen Elemente der Spalte müssen dann zwangsläufig „0“ sein, da ein 
Terminal nur exakt einem Knoten zugeordnet werden kann bzw. muss. Die Spaltensummen der 
Knoten-Terminal-Inzidenzmatrix müssen also exakt „1“ sein, während die Zeilensummen ein 
Maß der Vermaschung des Knotens angeben.  

Für das Beispielnetz aus Bild 12 lautet die vollständige KT,gesK  

 KT,ges

1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1

K   (3.4) 

Sie kann ebenfalls zusammengesetzt werden aus einer Inzidenzmatrix für Zweipole KT,ZPK  und 
einer Inzidenzmatrix für alle anderen Betriebsmittel KT,RestK . 

 KT,ges KT,Rest KT,ZPK K K   (3.5) 

~

1UqI dY 2U LY

1
TY

AY BY

MY

2

3U

31 25 3 4 6
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Im Rahmen der knotenorientierten Beschreibung des Systemzustands wird in der Regel aus 
dem oben beschrieben Grund nur KT,RestK  benötigt, so dass diese im Folgenden vereinfachend 
abgekürzt als KTK  bezeichnet wird. 

Das Ein- oder Ausschalten eines Betriebsmittels ist eine Änderung des physikalischen 
Verhaltens und darf daher nicht durch Löschen oder Hinzufügen von Einsen in KTK  erfolgen, 
sondern muss vielmehr in TY  geschehen. Dagegen ändert z. B. ein Sammelschienenwechsel 
die logische Zuordnung der Leitung zu einem Knoten und wird folglich durch Versetzen einer 
„1“ in KTK  modelliert. Das physikalische Verhalten der Leitung ändert sich dabei nicht. 

3.1.2 Beschreibung des Systemzustands 

Die Multipoltheorie ist durch die Nutzung der Admittanzform zur Betriebsmittelbeschreibung 
ein knotenorientiertes Verfahren. Als Zustandsvektor werden daher die Knotenspannungen Ku  
verwendet. Aus ihnen können z. B. die Terminalspannungen Tu  sehr einfach abgeleitet werden. 

 T
KTT Ku K u   (3.6) 

Daneben ist das physikalische Verhalten der Betriebsmittel bekannt und kann in Analogie zu 
Gl. (3.1) zusammengefasst werden 

 TT Ti Y u   (3.7) 

Schlussendlich gilt der 1. Kirchhoffsche Satz, der besagt, dass die Stromsumme an einem 
Knoten Null sein muss. 

 KTK Ti K i 0   (3.8) 

In Gl. (3.8) wird der Knotenstromvektor Ki  eingeführt. Er berechnet sich wie bereits 
beschrieben aus der Summe der Ströme der am jeweiligen Knoten angeschlossenen Zweipole. 

 KT,ZPK T,ZPi K i   (3.9) 

Einsetzen von Gl. (3.6) in Gl. (3.7) liefert 

 T
T KTT Ki Y K u   (3.10) 

Einsetzen von Gl. (3.10) in Gl. (3.9) und Auflösen nach dem Knotenstrom führt zu  

 T
TKT KTK Ki K Y K u   (3.11) 

Gl. (3.11) weist wieder die Admittanzform auf, die bereits aus der Betriebsmittelmodellierung 
bekannt ist. Allerdings sind die Terminalströme- und -spannungen durch Knotengrößen ersetzt 
worden und so das physikalische Verhalten der Betriebsmittel und die Topologieinformationen 
in einer Gleichung zusammengeführt. Sie lässt sich durch Einführen der 
Knotenadmittanzmatrix KKY   

 T
KK TKT KTY K Y K   (3.12) 

noch weiter zusammenfassen. 

 KKK Ki Y u   (3.13) 
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Für die knotenorientierte Betrachtung ist die Aggregation der Zweipole zu Knotengrößen 
folglich zweckmäßig, da auf diese Weise homogene Gleichungssysteme vermieden werden.  

KKY  weist die folgenden Eigenschaften auf: 
 quadratisch 
 spärlich besetzt 
 symmetrisch, für den Fall, dass keine phasendrehenden Transformatoren im Netz 

vorkommen 
 singulär, für den Fall, dass keine Querelemente vorkommen. Auch mit Querelementen 

ist die Determinante in der Regel sehr klein. 

3.1.3 abgeleitete Größen 

Wie beschrieben sind die Knotenspannungen eine besonders geeignete Zustandsgröße, da sich 
andere interessierende Größen besonders einfach aus ihr ableiten lassen. Tabelle 3 gibt eine 
Übersicht, über eine Reihe abgeleiteter Größen. 

Tabelle 3: Auswahl einiger abgeleiteter Größen 

Größe Berechnungsvorschrift 

Terminalspannungen T
KTT Ku K u   

Knotenströme KKK Ki Y u   

Terminalströme T
T T KTT T Ki Y u Y K u  

Knotenleistungen KKK K K K K3 3s U i U Y u   

Terminalleistungen TT T T T T3 3s U i U Y u   

Netzverluste V K TS s s   

 

3.2 Graphentheorie 
Der graphentheoretische Ansatz betrachtet die Betriebsmittel nicht wie in Kapitel 2 beschrieben 
als Ganzes. Sie werden stattdessen in ihre einzelnen Zweige zerlegt, die nur aus einer Admittanz 
und ggf. einer parallelgeschalteten Stromquelle bestehen.  

 
Bild 14: allgemeine Darstellung eines Zweiges 

Daraus folgt die allgemeine Zweiggleichung 

 Z Z qZI Y U I   (3.14) 

Ähnlich der Multipolmethode werden alle Zweige nummeriert und deren Gleichungen in ein 
gemeinsames, entkoppeltes Gleichungssystem geschrieben. 

qI ZY ZU

ZI
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Z1 Z1 q1Z1

Z Z qZ

ZZ Z q

n n nn

I Y U I

I Y U I

i Y u i

q

  (3.15) 

Für das Beispielnetz aus Bild 12 ergibt sich das folgende Ersatzschaltbild. 

 
Bild 15: Ersatzschaltbild für graphentheoretische Modellierung 

Durch die willkürliche Wahl der Zweigstromrichtung erfolgt eine Festlegung der 
Zählpfeilrichtung des Zweiges. Dies ist bei der Multipolmethode unnötig, da per Definition des 
Verbraucherzählpfeilsystems die Ströme an allen Terminals immer in das Betriebsmittel 
fließen.  

Entsprechend der Zweignummerierung ergibt sich die vollständige Zweigadmittanzmatrix 

 

T

M

Z A
Z,ges

Z,ZP B

d

L

Y
Y

Y
Y

Y
Y

Y
Y Y   (3.16) 

Sie lässt sich genau wie bei der Multipolmethode um die Zweige der Zweipole reduzieren, die 
wieder als Knotenströme modelliert werden. 

3.2.1 Topologiebeschreibung 

Die Topologie des Netzes wird beschrieben durch die logische Verknüpfung des Zweiges mit 
den adjazenten Knoten. Dies geschieht unter Berücksichtigung der Zähpfeilrichtung über die 
Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix KZK . Ist ein Zweig mit einem Knoten verbunden und fließt der 
Zweigstrom vom Knoten ab, so wird an die entsprechende Stelle in der Matrix eine „1“ 
geschrieben. Fließt der Zweigstrom auf den Knoten, so wird an die entsprechende Stelle eine 
„–1“ geschrieben. Die Erde wird nicht als Knoten berücksichtigt. 

Für das Beispielnetz aus Bild 12 lautet die vollständige KZ,gesK  

 KZ,ges KZ KZ,ZP

1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1
K K K   (3.17) 
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Eine erste Prüfung der Richtigkeit durch Bildung von Spaltensummen ist hier nicht mehr 
möglich. Jedoch sollte – genau wie bei der Multipolmethode auch – das Ausschalten eines 
Zweiges nicht durch Streichung von Einsen modelliert werden, sondern als Änderung des 
physikalischen Verhaltens des Zweiges durch Anpassung der Admittanz und ggf. des 
Quellenstroms. 

3.2.2 Beschreibung des Systemzustands 

Die Herleitung der Netzgleichungssysteme erfolgt analog zum Multipolmodell. Der 
graphentheoretische Ansatz ist durch die Nutzung der Admittanzform zur Zweigbeschreibung 
ebenfalls ein knotenorientiertes Verfahren. Als Zustandsvektor werden daher erneut die 
Knotenspannungen Ku  verwendet. Aus ihnen können die Zweigspannungen Zu  wie bereits 
bekannt abgeleitet werden. 

 T
KZZ Ku K u   (3.18) 

Auch die Modellierung des physikalischen Verhaltens der Zweige erfolgt in analoger Weise 

 ZZ Zi Y u   (3.19) 

Die in Gl. (3.19) berücksichtigten Zweige sind quellenfrei, da Quellen üblicherweise nur in den 
Zweipolen vorkommen.  

Schlussendlich werden über den 1. Kirchhoffschen Satz erneut Knotenströme eingeführt, die 
zusammen mit den adjazenten Zweigströmen Null ergeben müssen. 

 KZK Zi K i 0   (3.20) 

Dabei lassen sich die Knotenströme wieder durch die Zweigströme der zweipoligen 
Betriebsmittel ausdrücken 

 KZ,ZPK Z,ZPi K i   (3.21) 

Einsetzen von Gl. (3.19) in Gl. (3.20) liefert 

 T
Z KZZ Ki Y K u   (3.22) 

Einsetzen von Gl. (3.22) in Gl. (3.20) und Auflösen nach dem Knotenstrom führt zu 

 T
ZKZ KZK Ki K Y K u   (3.23) 

und zur bereits bekannten Gl. (3.13) mit der selben Knotenadmittanzmatrix 

 T
KK ZKZ KZY K Y K   (3.24) 

Beide Ansätze führen zum identischen Ergebnis. Die Multipolmethode ist jedoch aufgrund der 
wegfallenden Willkürlichkeit bei der Wahl der Zählpfeilrichtung vorzuziehen. Hinzu kommt, 
dass Terminalgrößen (z. B. Ströme und Leistungen am Anfang und Ende eines Kabels) 
tatsächlich messbare Größen sind, während diese Informationen aus den Zweiggrößen erst in 
einem zusätzlichen Schritt berechnet werden müssen.  
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3.3 Direktes Aufstellen der Knotenadmittanzmatrix 
Neben der Berechnung von Gl. (3.12) lässt sich KKY  für die manuelle Berechnung kleiner 
Netze auch direkt aufstellen. 

 Das Nicht-Hauptdiagonalelement 
,i j

y  ist die Admittanz zwischen den Knoten i und j. 
Besteht keine direkte Verbindung zwischen i und j, so ist 

,i j
y  Null. 

 Auf den Hauptdiagonalelementen 
,i i

y  steht die negative Zeilensumme i abzüglich der 
Querglieder am Knoten i. 

Für das Bespielnetz aus Bild 12 ergibt sich somit folgende Knotenadmittanzmatrix 

 
T T

KK T T M A M

M M B

0

0

Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y Y
Y   (3.25) 

Dasselbe Ergebnis resultiert auch aus Gl. (3.12) 

 

T T

T T
KK

A M M

M B M

T T

T T M A M

M M B

1 0 0
1 0 0 0

0 1 0
0 1 1 0

0 1 0
0 0 0 1

0 0 1

0

0

Y Y
Y Y

Y Y Y
Y Y Y

Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y Y

Y

  (3.26) 

bzw. Gl. (3.24). 
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M
KK

A

B

T T

T T M A M

M M B

1 1 0
1 0 0 0

0 1 1
1 1 1 0

0 1 0
0 1 0 1

0 0 1

0

0

Y
Y

Y
Y

Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y Y

Y

  (3.27) 
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4 Leistungsflussberechnung 
Die Leistungsflussberechnung zählt genauso wie die state estimation zu den Methoden der 
Netzzustandsidentifikation, d. h. ihre Aufgabe ist die Berechnung des Netzzustands, also der 
Knotenspannungen basierend auf einem Satz von Eingangsgrößen. Der generelle Ablauf der 
Netzzustandsidentifikation ist in Bild 16 gezeigt. 

 
Bild 16: genereller Ablauf der Netzzustandsidentifikation 

Die verschiedenen Verfahren der Netzzustandsidentifikation unterscheiden sich durch ihre 
Algorithmen und den verfügbaren bzw. erforderlichen Satz an Eingangsgrößen. Sie haben 
daher auch ein unterschiedliches Anwendungsfeld. 

Die Leistungsflussberechnung ermittelt die Knotenspannung ausschließlich aus Vorgaben der 
Knotenwirk- und -blindleistungen sowie ggf. einiger Spannungsvorgaben. Sie wird daher 
insbesondere für netzplanerische Zwecke und als Grundlage für die Ausfallvariantenrechnung 
benutzt.  

Für die Leistungsflussberechnung ist ein quadratisches Gleichungssystem zu lösen, dessen 
Ordnung mit der Anzahl der Netzknoten wächst. Eine analytische Lösung ist in der Regel nicht 
möglich, so dass numerische Verfahren zur Approximation des Ergebnisses verwendet werden. 
Hierfür stehen Fixpunkt- und Tangentenverfahren zur Verfügung, wovon sich letztere aufgrund 
der besseren Konvergenzeigenschaften durchgesetzt haben.  

4.1 Knotentypen und Lastverhalten 
Zu jedem Knoten gehören vier Werte: seine Wirk- und Blindleistung sowie die 
Knotenspannung, die üblicherweise in Polarkoordinaten angegeben wird. Je nach vorgegebener 
und gesuchter Information werden mehrere Knotentypen unterschieden.  

Tabelle 4: Übersicht der Knotentypen 

Knotentyp bekannte Größen gesuchte Größen Anzahl 
Lastknoten P, Q U, δ > 90 % 
Generatorknoten P, U Q, δ < 10 % 
Bilanzknoten (slack) U, δ P, Q 1 

 

Die meisten Knoten sind Lastknoten, an denen die Wirk- und Blindleistung vorgegeben wird. 
Daneben existieren Generatorknoten, bei denen neben der Wirkleistungsvorgabe auch eine 
Spannungsregelung möglich ist. Die Wirk- und Blindleistungsbilanz des Netzes wird durch den 
Bilanzknoten (englisch: slack oder swing-Knoten) hergestellt, der gleichzeitig auch den 

Netzzustands-
identifikation

Ku

Netzdaten

Messwerte
Pseudomesswerte

Vorgaben
Annahmen
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Referenzwinkel definiert. Dies ist erforderlich, da die Flüsse auf den Leitungen nicht durch den 
absoluten Wert des Spannungswinkels, sondern vielmehr durch die Differenz der Winkel zu 
den benachbarten Knoten definiert sind.  

Mathematisch ist zusätzlich auch ein Knotentyp denkbar, an dem Q und δ gegeben und U und 
P gesucht sind. Ein physikalisches Pendant zu diesem Knoten gibt es allerdings nicht, er kann 
aber als Hilfsmittel verwendet werden, wenn mit verteiltem slack gearbeitet wird, ein 
Lastflussoptimierungsproblem gelöst werden soll oder die Winkelvorgabe räumlich von der 
Spannungsvorgabe getrennt werden soll. An exakt einem Knoten muss ein Referenzwinkel 
definiert werden. In einem vollständig quergliederfreien Netz muss auch mindestens an einem 
Knoten eine Spannungsvorgabe erfolgen.  

Die Leistungen an den Lastknoten können eine spannungsabhängige Charakteristik aufweisen, 
die durch eine Exponentialfunktion nachgebildet werden kann. 

 0
n

p
UP P
U

  (4.1) 

 0
n

q
UQ Q
U

  (4.2) 

In Bild 17 sind drei Sonderfälle dargestellt: 

 p, q = 0: Wirk- und Blindleistung sind konstant und ändern sich nicht mit der Spannung 
(z. B. bei einem Messwert oder einem leistungsgeregelten Verbraucher) 

 p, q = 1: Wirk- und Blindstrom der Anlage sind konstant (z. B. bei einem 
stromgeregelten Verbraucher) 

 p, q = 2: Wirk- und Blindleistung ändern sich quadratisch mit der Spannung, d. h. die 
Admittanz der Anlage ist konstant 

Erfahrungsgemäß liegen die Werte für p und q in der Realität zwischen 1 und 2.  

 
Bild 17: Wirk- und Blindleistung in Abhängigkeit der Spannung 
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4.2 Stromiteration 
Die Stromiteration ist ein Fixpunktverfahren nach Gauß-Seidel. Es beruht auf der 
wechselseitigen Lösung der nach dem Knotenstrom aufgelösten Leistungsgleichung  

 1
K K K

1
3

i U s   (4.3) 

und der Stromgleichung 

 KK K KY u i   (4.4) 

bis sich das Ergebnis nicht mehr nennenswert verändert.  

Da die slack-Spannung sU  vorgegeben und somit bereits bekannt ist, kann sie aus dem 
Lösungsvektor entfernt werden. Die Stromgleichung lässt sich hierfür aufteilen in die slack-
Gleichung und den Rest. 

 sss sr s

rs rr r r

U IY Y
u iY Y

  (4.5) 

Gesucht ist der Vektor ru , nach dem Gl. (4.5) aufgelöst werden kann. 

 1
rr rsr r sUu Y i Y   (4.6) 

Dabei ist ri  der Knotenstromvektor Ki  ohne den Strom am Slackknoten. 

 s
K

r

I
i

i
  (4.7) 

Der gesuchte Spannungsvektor wird iterativ ermittelt. In jedem Iterationsschritt  wird 
basierend auf der Lösung des vorangegangenen Schrittes ein neuer Stromvektor berechnet 

 1
r, r, 1 r,

1
3

i U s   (4.8) 

mit dem ein exakterer Spannungsvektor ermittelt wird. 

 1
rr rsr, r, sUu Y i Y   (4.9) 

In. Gl. (4.9) sind noch keine Generatorknoten berücksichtigt. D. h. die Spannung ,gU  an 
einem Generatorknoten g entspricht mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht mehr dem 
Vorgabewert ,sollgU . Es muss daher eine Korrektur von r,u  vorgenommen werden. Hierzu 
wird das untere (restliche) Gleichungssystem aus Gl. (4.5) weiter unterteilt in Generator- und 
Lastknoten. 

 

s
rs rr r

r

s
ggs gg gl

g
ls lg ll l

l

U

U

Y Y iu

iY Y Y
u

Y Y Y i
u

  (4.10) 
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Unter der Annahme, dass der neue Spannungswinkel für jeden Generatorknoten g ein 
verbesserter Schätzwert ist, wird zunächst dessen der Spannungsbetrag auf den Sollwert 
zurückgesetzt. 

 

,

,

Im
j arctan

Re
, ,soll e

g

g

U

U
g gU U   (4.11) 

Die Änderungen der Spannungsbeträge an den Generatorknoten haben Rückwirkungen auf die 
Spannungen an den umliegenden Lastknoten l. Diese können mit der unteren Gleichung aus 
Gl. (4.10) berechnet werden. 

 1
ll lg, ls,l, l, g, sUu Y i Y u Y   (4.12) 

Mit den korrigierten Spannungen der Last- und Generatorknoten müssen gemäß Tabelle 4 noch 
die neuen Blindleistungswerte der Generatorknoten berechnet werden.  

 
s

gs gg glg, g, g,

l,

3 Im
U

q U Y Y Y u

u

  (4.13) 

Die so modifizierten Vektoren für die Knotenspannungen und -leistungen können nun wieder 
in Gl. (4.8) eingesetzt werden, um den nächsten Iterationsschritt zu berechnen. Die Leistungen 
der Lastknoten hängen dabei über p und q von r,u  ab. Sind p und q Null, ist rs  konstant. 

 

r, 1,
r, , 0,

n,
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r, , 0,

n,
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i i
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U
P P
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Q Q

U

  (4.14) 

Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis die maximale Spannungsänderung zwischen zwei 
Iterationsschritten kleiner als eine vorab definierte Schwelle  ist. 

 r, r, 1max u u   (4.15) 

Als initiale Schätzung 0u  der Spannungen für den ersten Iterationsschritt können die 
Knotennennspannungen verwendet werden. Dieses Vorgehen wird flat-start genannt. Ein 
besserer erster Schätzwert wird erzielt, wenn die Lasten als äquivalente Admittanzen 

 L,
L, 2

K,n,3
i

i
i

S
Y

U
  (4.16) 

ausgedrückt und in KKY  integriert werden. 

 KK,L KK LY Y Y   (4.17) 

Dann kann mit den estimierten Generatorströmen 



4.2  Stromiteration 31 

 

 1
K,n,gK,g K,g

1
3

i U s   (4.18) 

ein Startwert 0u  berechnet werden, der bereits die Effekte phasendrehender Transformatoren 
und Auswirkungen großer Lasten und Verbraucher enthält, und so die Anzahl der benötigten 
Iterationen reduziert 

 1
KK,L0 K,gu Y i   (4.19) 

Nach Abschluss der Iteration muss anhand der Slack-Zeile aus Gl. (4.5) nur noch der 
Slackstrom berechnet werden und die Knotenspannungs- und -stromvektoren wieder 
zusammengefügt werden. 

 s ss srs rI Y U Y u   (4.20) 

Auch die Slackleistung lässt sich nun berechnen 

 ss s3S U I   (4.21) 

Der Ablauf der Stromiteration ist in Bild 18 zusammengefasst. 

 
Bild 18: Ablauf der Stromiteration 

Die wichtigsten Eigenschaften der Stromiteration sind: 

 hoher Konvergenzradius, d. h. auch bei einem schlechten initialen Schätzwert kann die 
Stromiteration noch eine Lösung finden 

 einfach zu programmieren 

Startwerte

Berechnung der
Knotenströme

Berechnung der
Knotenspannungen

Korrektur der Generator-
und Lastspannungen

Korrektur der
Knotenleistungen

r, r, 1max u u Berechnung der
Slackleistungen
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 konstante Systemmatrix rrY , d. h. sie muss nur einmal aufgestellt bzw. invertiert 
werden und nicht in jedem Iterationsschritt 

 geringe Konvergenzgeschwindigkeit, d. h. es sind viele Iterationen erforderlich, bis eine 
hinreichend genaue Lösung gefunden wurde. 

 Die Anzahl der notwendigen Iterationen ist abhängig von der Netzgröße und steigt mit 
der Anzahl der Knoten. 

 Die Einbeziehung von Generatorknoten ist aufwändig. 

Insbesondere bei großen Netzen hat die Stromiteration Konvergenzschwierigkeiten, so dass sie 
heute in der Regel nicht mehr angewandt wird. Stattdessen wird das Newton-Raphson-
Verfahren genutzt.  

4.3 Newton-Raphson-Verfahren 
Das Newton-Raphson-Verfahren ist im Gegensatz zur Stromiteration ein Tangentenverfahren 
zur numerischen Suche einer Nullstelle einer nichtlinearen Funktion f x . Hierzu wird die 
Funktion um einen Schätzwert 0x  herum linearisiert und die Nullstelle 1x  dieser Tangente 
berechnet. Es zeigt sich, dass 1x  ein besserer Schätzwert ist als 0x . Er dient daher als neuer 
Schätzwert der Lösung für f x , um den abermals linearisiert wird, um einen noch besseren 
Schätzwert zu finden. Für den eindimensionalen Fall ist das Vorgehen in Bild 19 dargestellt.  

 
Bild 19: Iterationsschritt des Tangentenverfahrens 

Bei der Leistungsflussberechnung ist die nichtlineare Funktion die Leistungsgleichung, die 
noch als Nullstellensuche formuliert werden muss. Die Knotenleistungen lassen sich aus der 
Knotenspannung berechnen  

 KKK,ber K K3s U Y u   (4.22) 

Diese sollen den tatsächlichen Leistungen K,ists  entsprechen.  

 
!

K,ber K,ists s   (4.23) 

Folglich kann die Leistungsflussberechnung als Nullstellensuche der Differenz aus berechneter 
und tatsächlicher Knotenleistung formuliert werden. 

 K K,ber K,istΔs s s 0   (4.24) 
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Hierbei ist zu beachten, dass K,ists  ggf. eine spannungsabhängige Lastcharakteristik hat (vgl. 
Bild 17) und ebenfalls in jedem Iterationsschritt angepasst werden muss.  

Da die k komplexwertigen Knotenspannungen aus je zwei unabhängigen Größen bestehen 
(Betrag und Phase bzw. Real- und Imaginärteil), und daher 2 k Gleichungen benötigt werden, 
wird Gl. (4.24) noch in Wirk- und Blindleistung getrennt. 

 
KKK K K,istK

K,istK KKK K

ReΔ
3

Δ Im

U Y u pp
qq U Y u

  (4.25) 

Die Linearisierung von (4.25) erfolgt für jeden Iterationsschritt  in Form einer 
Taylorreihenentwicklung mit Abbruch nach dem ersten Glied. 

 1 T
1
Δff x f x x

x
  (4.26) 

Dabei ist Δx  der Verbesserungsvektor, mit dem der Schätzwert x  angepasst wird.  

 1 Δx x x   (4.27) 

Angewendet auf die Leistungsflussgleichung ergibt sich mit  

 KΔs f x   (4.28) 
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  (4.29) 

Aufgelöst nach dem Änderungsvektor ergibt sich 
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  (4.30) 

oder kürzer mit der Jacobimatrix J und den Leistungsdifferenzen Δs 

 1 1Δ ΔJ x s   (4.31) 

Die Jacobimatrix ist abhängig von der Wahl des Koordinatensystems und hat vier 
Untermatrizen, die im Folgenden näher beschrieben und hergeleitet werden. 

 
H N

J
M L

  (4.32) 

4.3.1 Newton-Raphson in kartesischen Koordinaten 

In kartesischen Koordinatoren setzt sich x aus dem Real- und Imaginärteil der 
Knotenspannungen zusammen 
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 K,r K

K,i K

Re
Im

u u
x u u

  (4.33) 

Mit der verkürzten Schreibweise ohne Index KK 

 KK jY G B   (4.34) 

lässt sich der konjugiert komplexe Knotenstrom berechnen 

 K,r K,r

K,i K,i

i uG B
i uB G

  (4.35) 

und damit die Knotenleistungen 

 

K,ber K,r K,i K,r

K,ber K,i K,r K,i
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q U U uB G

U G U B u U B U G u
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  (4.36) 

Die Linearisierung von Gl. (4.36) erfolgt mit den Hilfsmatrizen 
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  (4.37) 

Soll auch die Spannungsabhängigkeit der (gegebenen) Knotenleistungen berücksichtigt 
werden, kommen noch die Diagonalmatrizen der Vektoren 5h , 6h , 7h  und 8h  hinzu, deren 
Koeffizienten sich wie folgt berechnen 
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  (4.38) 

Daraus ergibt sich die Jacobimatrix 
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  (4.39) 
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Damit hat Gl. (4.31) in kartesischen Koordinaten die folgende Form 
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  (4.40) 

Da sich am Slackknoten die Spannung nicht ändert, ist in jedem Iterationsschritt  

 s,r

s,i

Δ 0
Δ 0

U
U

  (4.41) 

Gl. (4.41) kann einfach in Gl. (4.40) integriert werden, in dem sowohl in der oberen als auch in 
der unteren Hälfte des Gleichungssystems die jeweilige slack-Zeile durch die Nebenbedingung 
ersetzt wird. 
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Das Nullsetzen der Koeffizienten in den beiden slack-Spalten hat keinen Einfluss auf die 
Lösung des Gleichungssystems, da durch die slack-Zeilen bereits festgelegt ist, dass ,rΔ sU  und 

,iΔ sU  Null sind. Es ist also nicht zwingend erforderlich, kann aber bei Verwendung von 
spärlichen Matrizen die Rechenzeit geringfügig reduzieren.  

Generatorknoten lassen sich in der kartesischen Form auf die gleiche nachteilige Art und Weise 
integrieren wie bei der Stromiteration, d. h. nach dem Lösen des Gleichungssystems ist es 
erforderlich, den Spannungsbetrag und die Generatorblindleistung anzupassen. Aus diesem 
Grund wird bevorzugt das Polarkoordinatensystem verwendet. Nichtsdestotrotz bieten die 
kartesischen Koordinaten auch Vorteile: 

 Die Jacobimatrix ist leichter aufzustellen. 
 Es sind die Gradienten von quadratischen statt von trigonometrischen Funktionen zu 

bilden. 
 Der Konvergenzradius ist größer. 
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4.3.2 Newton-Raphson in Polarkoordinaten 

In Polarkoordinaten setzt sich der Zustandsvektor x aus dem Phasenwinkel und dem Betrag der 
Knotenspannungen zusammen 

 K

K

δ
x

u
  (4.43) 

Mit 

 je i
iiU U   (4.44) 

und den Koeffizienten ijY  der Knotenadmittanzmatrix 

 je ij
ij ijY Y   (4.45) 

berechnen sich die Knotenleistungen wie folgt 
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und 
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Die Linearisierung von Gl. (4.46) und Gl. (4.47) ergibt  
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  (4.48) 

Mit den Diagonalmatrizen der berechneten Knotenleistungen aus Gl. (4.46) und Gl. (4.47) 
K,berP  und K,berQ , der Hilfsmatrix 
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und den Diagonalmatrizen p,K,istP  und q,K,istQ  der Ableitungen der Spannungsabhängigkeit der 
Ist-Leistungen 
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können die Untermatrizen der Jacobimatrix einfach gebildet werden 
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Damit hat Gl. (4.31) in Polarkoordinaten die folgende Form 
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Am slack-Knoten ändern sich Spannungsbetrag und -winkel nicht, daher sind 

 
Δ 0
Δ 0

s
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  (4.53) 

Diese Nebenbedingungen werden genau wie im Fall der kartesischen Koordinaten in das 
Gleichungssystem eingebracht, in dem die beiden Zeilen für den slack-Knoten durch die 
Nebenbedingungen ersetzt werden. An den Generatorknoten ist nur die Spannung konstant. 
D. h. die entsprechende Zeile für jeden Generatorknoten wird aus der unteren Hälfte des 
Gleichungssystems gestrichen und durch die Nebenbedingung 

 Δ 0gU   (4.54) 

ersetzt. Der ausschlaggebende Vorteil für die Wahl des Polarkoordinatensystems ist folglich 
die einfache Integration von Generatorknoten. 

Es zeigt sich in Gl. (4.50) und Gl. (4.51), dass alle Summanden, die die Untermatrizen N und 
L bilden, rechtsseitig mit 1

KU  multipliziert wurden. Um Rechenaufwand zu sparen, kann diese 
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Multiplikation vermieden werden, wenn im Lösungsvektor die Spannungsbeträge auf die 
Lösung des vorherigen Iterationsschritts – also KU  – bezogen werden. Bei der Berechnung des 
verbesserten Schätzwertes entsprechend Gl. (4.27) müssen die Änderungswerte für die 
Spannungsbeträge dann folglich mit KU  multipliziert werden. 

4.3.3 Startwerte 

Anders als bei der Stromiteration ist die Konvergenz des Newton-Raphson-Verfahrens stärker 
von der Wahl des Startwerts abhängig. Befinden sich im Netz keine phasendrehenden 
Transformatoren, führt auch hier der flat-start in der Regel zum Erfolg. Bessere Startwerte 
können durch eines der folgenden Verfahren abgeschätzt werden. 

Befinden sich phasendrehende Transformatoren im Netz, die keinen Ringstrom treiben, es gibt 
also keine parallelen Zweige zu den Trafos, so kann ein geeigneter Startwert gefunden werden, 
in dem die Stromgleichung des leerlaufenden, von allen Quergliedern befreiten Netzes gelöst 
wird. 
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In Gl. (4.55) sind bis auf die Slack-Spannung Us alle Spannungen unbekannt und bis auf den 
Slack-Strom sI  alle Ströme bekannt. Die gesuchten Spannungen lassen sich also nach Gl. (4.6) 
lösen. Der resultierende Spannungsvektor enthält die Phasendrehung der Transformatoren und 
ihr Übersetzungsverhältnis. Er ist damit näher an der tatsächlichen Spannung als der flat-start. 

Existieren neben den phasendrehenden Transformatoren parallele Zweige, so dass sich ein 
Ringstrom ausbilden kann, ist das beschriebene Verfahren nicht zielführend, da die 
resultierenden Spannungen zu niedrig werden. In diesem Fall ist es sinnvoller, die 
Knotenleistungen als äquivalente Admittanz abzuschätzen. Unter der Annahme, dass sich die 
tatsächlichen Spannungen in der Nähe der Nennspannung (Leiter-Erde-Spannungen in 
Gl. (4.56)) befinden, ist diese für den Knoten i 

 L, 2
n3

i
i

SY
U

  (4.56) 

Mit der modifizierten Knotenadmittanzmatrix, 

 KK,L KK LY Y Y   (4.57) 

die in diesem Fall auch sämtliche Querglieder enthält, lässt sich der Startwert wie in Gl. (4.55) 
bestimmen.  

Sollte der Newton-Raphson-Algorithmus nach wie vor nicht konvergieren, kann der gefundene 
Schätzwert durch einen Iterationsschritt der Stromiteration weiter verbessert werden. 



4.3  Newton-Raphson-Verfahren 39 

 

4.3.4 Ablauf der Iteration 

Der Ablauf der Iteration ist dem der Stromiteration ähnlich. Nach Wahl eines geeigneten 
Startwerts wird zunächst die rechte Seite von Gl. (4.31) ermittelt und anschließend je nach 
Koordinatensystem die Jacobimatrix aufgestellt. In das Gleichungssystem werden die 
Nebenbedingungen für den slack-Knoten und die Generatorknoten eingefügt und ein 
Verbesserungsvektor ermittelt, mit dem ein neuer Schätzwert für die Knotenspannungen 
berechnet wird. Ist die Änderung der Knotenspannungen kleiner als ein vorher definierter 
Schwellwert, ist die Berechnung abgeschlossen, andernfalls beginnt sie von neuem. Der Ablauf 
ist in Bild 20 dargestellt. 

 
Bild 20: Ablauf des Newton-Raphson-Verfahrens 

 

Die wichtigsten Eigenschaften des Newton-Raphson-Verfahrens sind: 

 hohe Konvergenzgeschwindigkeit, d. h. es sind wenige Iterationen erforderlich, bis eine 
hinreichend genaue Lösung gefunden wurde. 

 Die Anzahl der notwendigen Iterationen ist unabhängig von der Netzgröße und liegt je 
nach Netzauslastung zwischen 3 und 6 Iterationsschritten. 

 leichte Einbeziehung von Generatorknoten 
 geringer Konvergenzradius, d. h. bei einem schlechten initialen Schätzwert konvergiert 

das Verfahren nicht oder findet eine falsche Lösung 
 Die Jacobimatrix muss in jedem Iterationsschritt aufwändig neu berechnet werden.  
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Seite und Jacobimatrix

Integration des slacks und 
der Generatorknoten

Berechnung eines 
Verbesserungsvektor

Berechnung des neuen 
Systemzustands

1max x x Abschluss



40 4  Leistungsflussberechnung 

 

Beim Aufstellen der Jacobimatrix ist auf effiziente Programmierung zu achten, da dieser 
Prozessschritt sehr rechenintensiv ist. Um Zeit zu sparen, kann J auch nur jede 2. Iteration 
aufgestellt werden. Dies bedingt aber oft mindestens eine zusätzliche Iteration, da die optimale 
Konvergenzeigenschaft aufgegeben wird. 

4.4 Entkoppelte Leistungsflussberechnung 
Eine weitere Möglichkeit, beim Aufstellen der Jacobimatrix Zeit zu sparen, ergibt sich durch 
das Ausnutzen netztechnischer Annahmen und Vereinfachungen. Hierdurch wird zwar ein 
geringfügig anderes Ergebnis erzielt als bei der vollständigen Leistungsflussberechnung, der 
Fehler bleibt aber zumeist in einer akzeptablen Größenordnung, so dass der 
Geschwindigkeitsvorteil dominiert. 

Das R/X-Verhältnis im Übertragungsnetz liegt bei ca. 1:10, d. h. es verhält sich nahezu rein 
induktiv. Das bedeutet, dass die Admittanzwinkel α in Gl. (4.45) in der Größenordnung um π/2 
liegen. Dagegen sind die Winkeldifferenzen der Knotenspannungen sehr klein und können 
vernachlässigt werden. Folglich werden in Gl. (4.46) und Gl. (4.47) 
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Damit wird 
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mit  
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Das Gleichungssystem der Leistungsflussberechnung zerfällt in zwei entkoppelte 
Gleichungssysteme 

 K K

K K

Δ Δ
Δ Δ

H δ p
L u q

  (4.61) 

die weiterhin iterativ gelöst werden müssen, da J noch von Ku  abhängt. Die Integration von 
slack- und Generatorknoten erfolgt auf die bekannte Weise durch Ersetzen der jeweiligen 
Zeilen durch die Bedingungen aus Gl. (4.53) und Gl. (4.54). 

4.5 Schnelle entkoppelte Leistungsflussberechnung (DC-Leistungsfluss) 
Die schnelle entkoppelte Leistungsflussberechnung, auch DC-Leistungsfluss genannt, geht von 
der zusätzlichen Annahme aus, dass sich die Spannungsbeträge an allen Netzknoten nicht 
nennenswert ändern und beispielsweise der Netznennspannung entsprechen. Hierdurch entfällt 
die Berechnung von KΔu  und H wird konstant. Da H unabhängig vom Spannungswinkel ist, 
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bedarf es auch keiner Iteration mehr. Die Spannungswinkel können direkt aus dem linearen 
Gleichungssystem  

 K K,istH δ p   (4.62) 

mit 

 K K3H U B U   (4.63) 

berechnet werden. Wie bei den anderen Leistungsflussansätzen auch, muss am slack-Knoten 
ein Referenzwinkel vorgegeben werden. Dies geschieht durch die bekannte Weise durch 
Ersetzen der slack-Zeile durch die Gl. (4.53). Generatorknoten werden bei der DC-
Leistungsflussberechnung nicht benötigt. 

Aufgrund der vielen Vereinfachungen und Annahmen ist die Abweichung des Ergebnisses der 
DC-Leistungsflussberechnungen im Vergleich zur vollständigen Berechnung beträchtlich. Sie 
wird daher nur angewandt, wo sehr viele Leistungsflüsse in kurzer Zeit berechnet werden 
müssen (z. B. in Monte-Carlo-Simulationen oder Zuverlässigkeitsberechnungen), in Fällen, bei 
denen das netztechnische Ergebnis eine untergeordnete Rolle spielt (z. B. bei 
Marktsimulationen) oder zur Bestimmung eines initialen Spannungswinkels für die 
vollständige Leistungsflussberechnung. Für netzplanerische und vor allem für operative 
Zwecke ist sie zu fehlerbehaftet. 

Die getätigten Annahmen für die entkoppelte und die schnelle entkoppelte 
Leistungsflussberechnung sind nur gültig für die Übertragungsnetzebene. In der 
Hochspannungsebene oder darunter vergrößert sich das R/X-Verhältnis immer weiter, so dass 
der Berechnungsfehler zunimmt. 
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5 State Estimation 
Genau wie die Leistungsflussberechnung dient die state estimation dazu, einen konsistenten 
Netzzustand in Form eines Knotenspannungsvektors abzuschätzen. Sie wird in der 
Systemführung zur Überwachung des Netzes eingesetzt und verwendet als Eingangsgrößen 
nicht nur die Knotenwirk- und -blindleistungen, sondern basiert auf sämtlichen online 
gemessenen Netzgrößen sowie ggf. Pseudomesswerten. Der estimierte Netzzustand 
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T

U U,est 1,est ,est,est 1,est,est 1,esest 1 est estk kest 1 estest 1 esU Uk1 estest   (5.1) 

soll den tatsächlichen Netzzustand 
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möglichst exakt abschätzen und liefert die Startwerte für weiterführende Netzberechnungen, 
etwa die Ausfallvariantenrechnung oder die Kurzschlussstromberechnung. Hierfür nutzt die 
state estimation das von Gauß entwickelte Verfahren zur Minimierung des gewichteten 
quadratischen Fehlers. 

In einem konventionellen SCADA-System sind Messgrößen typischerweise Knotenwirk- und 
-blindleistungen, Terminalwirk- und -blindleistungen, Knotenspannungsbeträge sowie Knoten- 
und Terminalstrombeträge. Sie ergeben den Messvektor mz . 

 
TT T T T T T T

m K,m K,m T,m T,m K,m K,m T,mz p q p q u i i   (5.3) 

Sind im Netz phasor measurement units (PMUs) vorhanden, so können auch 
Spannungswinkelinformationen in die Berechnung mit einfließen. Sie werden in der Regel 
dennoch nicht benutzt, da die Winkeldifferenzen sehr klein sind und ein geringer Fehler in der 
Messung der Spannungswinkel zu einem hohen Fehler beim estimierten Leistungsfluss führen 
und damit zu einem schlechteren Ergebnis. Ähnliches gilt für die Ströme. Während Wirk- und 
Blindleistungen vorzeichenrichtig erfasst werden können, geht bei der Messung von 
Strombeträgen die Information der Flussrichtung (Last oder Einspeisung) verloren. 
Strombeträge können daher einen ungünstigen Einfluss auf die Konvergenz und das Ergebnis 
der state estimation haben und werden daher in der Regel nicht verwendet. Tatsächlich setzt 
sich der Messvektor im Übertragungsnetz aus rund 75 % Terminalleistungen, 20 % 
Knotenleistungen und 5 % Knotenspannungsbeträgen zusammen. 

5.1 Messfehler und Redundanz 
Während mit PMUs eine sehr genaue und zeitsynchrone Messung möglich ist, kann der 
Systemzustand mit konventioneller SCADA-Technik nicht fehlerfrei und zeitgleich erfasst 
werden. Bei der Messwerterfassung treten grundsätzlich (auch bei PMUs) Abweichungen auf. 
Zwischen dem tatsächlichen Wert z und dem gemessenen Wert mz  besteht der Messfehler Δz. 

 m Δz z z   (5.4) 

Δz kann sich aus einem systematischen und einem zufälligen Anteil zusammensetzen. Es soll 
im Weiteren davon ausgegangen werden, dass der systematische Anteil durch Kalibrierung 
hinreichend gut eliminiert wurde und nur noch der zufällige Anteil zum Tragen kommt. Dieser 
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ist vom verwendeten Messverfahren, der Messgröße und der Güte des Messgeräts abhängig. Es 
kann angenommen werden, dass der Messfehler normalverteilt ist. In Bild 21 sind die 
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen für Messgeräte unterschiedlicher Güte dargestellt. 

 
Bild 21: Normalverteilung des Messfehlers 

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung lautet 
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Dabei ist σ die Streuung der Normalverteilung. Je höher die Güte des Messgeräts, desto geringer 
ist die Streuung des Messfehlers. 

Um aus der Menge der fehlerbehafteten Messungen einen Netzzustand zu schätzen, der dem 
tatsächlichen möglichst nahekommt, müssen die Messfehler oder sogar der vollständige Ausfall 
eines Messgeräts kompensiert werden. Unter der Annahme, dass die Messungen und damit auch 
die Messfehler voneinander unabhängig sind, sind folglich hinreichend viele, redundante 
Messungen erforderlich, d. h. es werden deutlich mehr Messwerte benötigt, als das Netz 
Zustandsgrößen hat. Wie bei der Leistungsflussberechnung sind die Zustandsgrößen die 
komplexwertigen Knotenspannungen. Bei einem Netz mit k Knoten ergeben sich 2 k 
Zustandsgrößen (Betrag und Winkel oder Real- und Imaginärteil).  

Aus dem Verhältnis der m Messgrößen und der Anzahl der Zustandsgrößen lässt sich die 
Redundanz ermitteln 

 1
2
mr
k

  (5.6) 

Um auch den Ausfall eines Messgeräts kompensieren zu können, wird eine Redundanz r > 1 
angestrebt. Es sind also mindestens viermal so viele Messgrößen wie Knoten erforderlich. Im 
Übertragungsnetz liegt der Wert in der Regel noch deutlich darüber, da alle Betriebsmittel 
messtechnisch erfasst sind. Hierzu zählen auch Pseudomesswerte. Es handelt sich dabei um 
bekannte Größen, die nicht messtechnisch erfasst werden können bzw. müssen. Beispielsweise 
ist die Knotenleistung an einem Hilfsknoten wie der Verzweigungsstelle einer Freileitung 
immer Null und daher auch ohne Messung bekannt. Der Wert kann mit einer fiktiven, hohen 
Güte in die state estimation übernommen werden.
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5.2 State estimation mit linearem Messmodell 
Gibt es zwischen allen Zustands- und Messgrößen einen linearen Zusammenhang, so können 
die Messgrößen als lineare Funktion der Zustandsgrößen ausgedrückt werden. 

 z H x   (5.7) 

H ist dabei die Messmodellmatrix und hat die Dimension 2m k . Ihre Koeffizienten sind 
konstant und nicht von estx  abhängig. Aufgrund der oben beschriebenen Redundanz ist das 
Gleichungssystem überbestimmt, da mehr Gleichungen als Zustandsgrößen vorliegen. Ein 
solches lineares Messmodell ergibt sich beispielsweise in Gleichstromnetzen, wenn 
ausschließlich Ströme und Spannungen als Messgrößen genutzt werden. Im Drehstromsystem 
ergibt sich ein lineares Messmodell, wenn ausschließlich PMU-Daten verwendet werden, um 
komplexwertige Ströme und Spannungen als Eingangsgrößen für die Estimation zu nutzen. 
Sobald Leistungen oder Beträge in die Berechnung einfließen, wird das Messmodell 
nichtlinear.  

Die gemessenen Größen lassen sich jetzt durch Verknüpfung von Gl. (5.4) und Gl. (5.7) als 
Funktion der Zustandsgrößen und des Messfehlers angeben. 

 m est Δz H x z   (5.8) 

Aus Gl. (5.8) soll nun ein estimierter Zustandsvektor estx  ermittelt werden, der den Messfehler 

 m estΔz z H x   (5.9) 

minimiert. Hierbei soll die jeweilige Güte des Messgeräts Berücksichtigung finden, d. h. der 
Wert einer Messung hoher Güte soll als verlässlicher angenommen werden, als der Wert einer 
Messung geringerer Güte. Dies kann realisiert werden, in dem die Messfehler auf die Streuung 
des jeweiligen Messgeräts bezogen und damit gewichtet werden.  

 1 1
g m est m,g g estΔ Δz S z S z H x z H x   (5.10) 

mit 
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S   (5.11) 

Die zu minimierende Summe der gewichteten Fehlerquadrate 
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F z z z2
g,Δ mg,zΔ   (5.12) 

kann mit Gl. (5.10) auch ausgedrückt werden als 
TT T T T

g g g m,g g est m,g g est m,g est g m,g g est

T T T T T T
m,g m,g m,g g est est g m,g est g g est

Δ ΔF z z z H x z H x z x H z H x

z z z H x x H z x H H x
 (5.13) 
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Die Suche des Minimums von gF  erfolgt durch Nullsetzen der ersten partiellen Ableitung von 
gF  nach den gesuchten Schätzwerten.  

 
T T T T T T !m,g m,g m,g g est est g m,g est g g estg
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0

x x
  (5.14) 

Die Bildung der partiellen Ableitungen erfolgt der Übersichtlichkeit halber termweise. Für den 
ersten Term gilt 
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  (5.15) 

da dieser nicht von estx  abhängt. Für den zweiten Term gilt 

 
T
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  (5.16) 

Für den dritten Term gilt analog 
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  (5.17) 

Die Ableitung des vierten Terms ergibt unter Anwendung der Produktregel 
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x H H x x xH H x x H H
x x x

  (5.18) 

Da es sich bei gF  um eine skalare Größe handelt, ist ihre Transponierte wieder gF . Selbiges 
gilt für die partiellen Ableitungen. Folglich ist 
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  (5.19) 

und 
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  (5.20) 

Damit ist Gl. (5.14) 
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  (5.21) 

Da 
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  (5.22) 

ist Gl. (5.21) nur erfüllt, wenn 

 T T
g g est g ,m gH H x H z   (5.23) 
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bzw. ausführlich 

 
T 1 T 1

est m

est

H R H x H S z
A x y

  (5.24) 

Gl. (5.24) ist die Gauß‘sche gewichtete Normalgleichung mit der Kovarianzmatrix 1R   

 1 1 1R S S   (5.25) 

Die Systemmatrix A ist positiv definit und symmetrisch. Sind in einem DC-Netz mindestens 
eine Spannungsmessung bzw. in einem AC-Netz mindestens eine Spannungsmessung und eine 
Winkelvorgabe oder -messung vorhanden, hat sie vollen Rang. Gl. (5.24) kann dann direkt nach 

estx  aufgelöst werden. Der gefundene Lösungsvektor ist der geschätzte, konsistente 
Systemzustand, der unter Berücksichtigung der unterschiedlichen Genauigkeiten der 
Messgeräte den Messwerten am besten entspricht.  

5.3 State estimation mit nichtlinearem Messmodell 
Im elektrischen Energieversorgungssystem mit konventioneller SCADA-Technik kann das 
lineare Messmodell nicht angewendet werden. Das liegt zum einen daran, dass es sich um ein 
Drehstromsystem handelt und zum anderen, dass der Messvektor Leistungen und 
Spannungsbeträge enthält. Gl. (5.7) geht daher über in die allgemeine, nichtlineare Form 

 z h x   (5.26) 

Aus Gl. (5.8) wird entsprechend 

 m est Δz h x z   (5.27) 

bzw. aus Gl. (5.9) 

 m estΔz z h x   (5.28) 

Wie auch beim linearen Messmodell werden die Messfehler wieder auf die Streuung bezogen, 
um den Werten von Messgeräten höherer Güte ein höheres Gewicht zuzuordnen. 

 1 1 1
g m est m,g g estΔ Δz S z S z S h x z h x   (5.29) 

Die gewichtete, quadratische Fehlersumme gF  ergibt sich nun aus 
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  (5.30) 

Zur Minimierung der Fehlerfunktion sind erneut die partiellen Ableitungen zu bilden und zu 
Null zu setzen 
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Wie schon beim linearen Messmodell erfolgt die Aufstellung der partiellen Ableitung 
termweise. Für den ersten Term gilt 
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da dieser nicht von estx  abhängig nicht. Für den zweiten Term gilt 
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T
gH  ist dabei die transponierte Jacobimatrix von esth x . Sie ist arbeitspunktabhängig, d. h. 

ihre Koeffizienten sind nicht konstant.  

Für den dritten Term gilt unter Anwendung der Produktregel 
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  (5.34) 

Zusammengefasst ergibt sich das Gleichungssystem 

 g T T T
g g,m g g est g g,m g estT

est
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F
H z H h x H z h x 0
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  (5.35) 

bzw. 

 T T
g g est g g,mH h x H z   (5.36) 

Gl. (5.36) ist weiterhin nichtlinear, da sie noch g esth x  enthält. Die Suche nach dem optimalen 
estimierten Netzzustand muss daher iterativ erfolgen, z. B. unter Anwendung des Newton-
Verfahrens. Hierzu wird g esth x  in jedem Iterationsschritt μ durch eine Taylorreihe mit 
Abbruch nach dem ersten Glied approximiert.  

 g est,
g est, 1 g est, est, 1 g est, g, est, 1T

est,
Δ Δ

h x
h x h x x h x H x

x
  (5.37) 

Einsetzen von Gl. (5.37) in Gl. (5.36) liefert 

 T T
g, g est, g, est, 1 g, g,mΔH h x H x H z   (5.38) 

Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem 
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  (5.39) 

Die Systemmatrix A  hat die Dimension 2 2k k . Sie ist auch weiterhin positiv definit und 
symmetrisch. Beim in Gl. (5.3) angegebenen Messvektor ist ihr Rang allerdings nur 2 1k , vor 
allem bei Netzen ohne Quergliedern. Dies liegt daran, dass Leistungsflüsse sich durch 
(komplexwertige) Spannungsdifferenzen ergeben und nicht aus den absoluten Werten. Es ist 
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also an einem Knoten ein Spannungsreferenzwinkel vorzugeben, ähnlich wie beim slack-
Knoten in der Leistungsflussberechnung, oder Winkelmessungen zu integrieren. 

5.4 Aufstellen der Jacobimatrix 
Wie eingangs beschrieben, setzt sich der Messvektor aus Leistungs-, Spannungsbetrags- und 
ggf. auch Strombetragsmessungen zusammen. Der Zustandsvektor estx  kann entweder in 
kartesischen oder in Polarkoordinaten angegeben werden. Im Folgenden werden die 
Polarkoordinaten wie in Gl. (5.1) genutzt.  

5.4.1 Knotenleistungen 

Die Knotenleistungen berechnen sich aus der Leistungsgleichung Gl. (4.22). Die partiellen 
Ableitungen nach Spannungswinkel und -betrag sind aus der Leistungsflussberechnung mit 
dem Newton-Raphson-Verfahren in Polarkoordinaten bekannt. Folglich kann die in 
Kapitel 4.3.2 entwickelte Jacobimatrix J auch für die state estimation herangezogen werden. 
Da es sich um Messwerte handelt, ist die Berücksichtigung der Lastcharakteristik hier nicht 
erforderlich. D. h. in den Ableitungen sind die Werte für die Exponenten p und q entweder Null 
oder die Terme ganz wegzulassen. 
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  (5.40) 

Für die state estimation werden allerdings nur die Zeilen von SKJ  benötigt, an denen auch eine 
Wirk- bzw. Blindleistungsmessung durchgeführt wird. Diese Selektion wird durch die 
Knotenleistungsmessstellenmatrix SKM  durchgeführt.  

 SK SK SKH M J   (5.41) 

5.4.2 Terminalleistungen 

Die Terminalleistungsgleichung 

 TT T T3s U Y u   (5.42) 

ist der Knotenleistungsgleichung vom Aufbau her identisch. D. h. die partiellen Ableitungen 
lassen sich auf exakt die gleiche Weise bilden wie die der Knotengrößen, wenn statt KKY  TY  
und statt Ku  Tu  in die Gleichungen eingesetzt werden. Daraus resultiert eine Jacobimatrix STJ  
mit der Dimension 2 2t t . Die Ableitung nach den Terminalgrößen muss noch auf die 
Knotengrößen umgerechnet werden. Da für die Terminalspannungen gilt 

 T
KTT Ku K u   (5.43) 

gilt auch für die Zustandsgrößen 
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Daraus resultiert mit der Terminalleistungsmessstellenmatrix STM  
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K 0
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  (5.45) 

5.4.3 Knotenspannungen 

Da mit den Knotenspannungsbeträgen direkt eine Zustandsgröße gemessen wird, ist die 
Aufstellung der benötigten Jacobimatrix UH  trivial. Da Winkel und Beträge unabhängige 
Größen sind ergibt sich auf der linken Seite eine k k  Nullmatrix und auf der rechten Seite die 
Einheitsmatrix. Durch Multiplikation mit UM  werden Knoten, an denen keine 
Spannungsmessung vorhanden ist, entfernt.  

 U UH M 0 E   (5.46) 

UH  ist als einzige der Untermatrizen konstant und braucht nur einmal vor Beginn der Iteration 
aufgestellt zu werden.  

5.4.4 Knotenstrombeträge 

Die Knotenströme 

 KKK Ki Y u   (5.47) 

werden in ihren Real- und Imaginärteil aufgeteilt 
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  (5.48) 

und der Betrag aus der pythagoreischen Summe gebildet 

 2 2
K,r, K,i,I I I   (5.49) 

Die partiellen Ableitungen ergeben sich unter Anwendung der Kettenregel. Für die Ableitungen 
nach den Spannungswinkeln ergibt sich  

 KK, , K,K,
Iδ, , K,r, , K,i, ,2 2K, K,r, K,i,

sin cos
Y UI

J I I
I I

  (5.50) 

und für die Ableitungen nach den Spannungsbeträgen 

 KK, ,K,
IU, , K,r, , K,i, ,2 2K, K,r, K,i,

cos sin
YI

J I I
U I I

  (5.51) 

Mit der Messstellenmatrix IKM  lässt sich schließlich IKH  aufstellen 

 IK IK Iδ IUH M J J   (5.52) 
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5.4.5 Terminalstrombeträge 

Die Terminalstromgleichung 

 TT Ti Y u   (5.53) 

ist der Knotenstromgleichung vom Aufbau her identisch. D. h. die partiellen Ableitungen der 
Strombeträge lassen sich auf exakt die gleiche Weise bilden wie die der Knotengrößen, wenn 
statt KKY  TY  und statt Ku  Tu  in die Gleichungen eingesetzt werden. Wie bei den 
Terminalleistungen auch, müssen die Ableitungen nach den Terminalspannungen noch über die 
Knoten-Terminal-Inzidenzmatrix auf die Knotenspannungen umgerechnet werden. 
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5.4.6 Aufstellen des Gleichungssystems 

Entsprechend des Messvektors aus Gl. (5.3) werden die Untermatrizen von H angeordnet 
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  (5.55) 

und gewichtet 

 1
gH S H   (5.56) 

Daraus ergibt sich das überbestimmte Gleichungssystem 
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  (5.57) 

Zur Lösung wird es wie in Gl. (5.39) beschrieben mit T
gH  multipliziert. Entsprechend 

Gl. (5.39) sind 
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Um einen Referenzwinkel vorzugeben, wird genau wie beim Leistungsfluss auch im 
Gleichungssystem  

 K

K

Δ
Δ

Δ
δ

A y
u

  (5.59) 

eine Zeile gestrichen und durch die Nebenbedingung 

 K,refΔ 0   (5.60) 

ersetzt. 

5.5 Ablauf der Iteration 
Das Schema des Iterationsablaufs ist in Bild 22 dargestellt. Es ähnelt dem Ablauf der 
Leistungsflussberechnung. Auf Basis des aktuellen Schätzwerts werden die gemessenen 
Größen berechnet und die Differenz gebildet. Anschließend erfolgen die Ermittlung der 
jeweiligen Jacobimatrizen und die Aufstellung des Gleichungssystems zur Minimierung des 
quadratischen Fehlers. Bei Bedarf werden auch die Vorgaben für die Referenzwinkel in das 
Gleichungssystem integriert. Anschließend wird ein verbesserter Schätzwert des 
Zustandsvektors ermittelt. Das Vorgehen wiederholt sich solange, bis die Änderung des 
Schätzwerts hinreichend klein ist.  

 
Bild 22: Ablauf der state estimation 

Startwerte

Berechnung des 
Messfehlers Δz

Aufstellen von Hg , A und 
der rechten Seite

Vorgabe eines 
Referenzwinkels

Berechnung des neuen 
Systemzustands

1max x x Abschluss
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Es bietet sich an, gemessene Spannungsbeträge bereits für die Startwerte zu nutzen. Für die 
übrigen Spannungen sind die Netznennspannungen ausreichend. Referenzwinkel müssen 
zwingend in die Startwerte integriert werden. 
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6 Kurzschlussstromberechnung 
Kurzschlüsse stellen für das elektrische Energieversorgungsnetz eine hohe elektrische, 
thermische und mechanische Belastung dar. Ihre Höhe und Auswirkungen müssen daher nicht 
nur online im Systembetrieb berücksichtigt werden, sondern die Betriebsmittel bereits in der 
Planungsphase – d. h. unter Unschärfebedingungen – für die möglichen Kurzschlüsse ausgelegt 
und parametriert werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass der dreipolige Kurzschluss der 
Fehler ist, der die höchsten Kurzschlussströme verursacht, so dass in diesem Fall die 
Berechnung ausschließlich im Mitsystem stattfinden kann, da es sich um einen symmetrischen 
Fehler handelt. 

Der Verlauf des generatornahen dreipoligen Kurzschlusses im Spannungsnulldurchgang inkl. 
einiger seiner charakteristischen Größen ist in Bild 23 dargestellt. 

 
Bild 23: exemplarischer Kurzschlussstromverlauf 

Ziel der Kurzschlussstromberechnung – sowohl im planerischen als auch im Betriebsfall – ist 
die Berechnung des Anfangskurzschlusswechselstroms kI . Um das Aufstellen und Lösen eines 
Differentialgleichungssystems zu vermeiden, lassen sich über in der Norm IEC 60909 
beschriebene Faktoren alle anderen wichtigen Kurzschlussstromgrößen hinreichend genau 
abschätzen. Diese sind: 

 der Stoßkurzschlussstrom pi   
 der Ausschaltwechselstrom aI   
 der thermisch gleichwertige Ersatzstrom thI   
 der Dauerkurzschlussstrom kI   

Die Abschätzung der charakteristischen Größen über Faktoren ist für übliche Netze der 
öffentlichen Energieversorgung mit homogenem R/X-Verhältnis und überschaubarem Anteil 
rotierender Massen gedacht. In Industrie- und Eigenbedarfsnetzen mit hohem Maschinenanteil 
steigt der Schätzfehler oft so stark an, dass hier nur die Berechnung des zeitlichen Verlaufs des 
Kurzschlussstroms eine verlässliche Lösung bietet. 
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Während das Ziel der Kurzschlussstromberechnung in Netzplanung und Netzführung das 
gleiche ist, ist die Datengrundlage gänzlich verschieden. Im Fall der Netzführung liegen online 
gemessene, tatsächliche Betriebszustände zu Grunde, die neben der momentanen Last und 
Einspeisung auch den Schaltzustand beinhalten. Somit ist es möglich, ein ausführliches 
Verfahren auf Basis der vollständigen Netzinformationen anzuwenden und neben dem 
Anfangskurzschlusswechselstrom auch die exakten Knotenspannungen im Fehlerfall zu 
berechnen bzw. den Verlauf der Ströme und Spannungen durch Lösen eines 
Differentialgleichungssystems zu bestimmen.  

Die Kurzschlussstromberechnung in der Netzplanungsphase ist hingegen von einer großen 
Unschärfe gekennzeichnet. Weder der Schaltzustand noch die momentane Last- und 
Einspeisesituation sind bekannt, so dass auf Basis von nur sehr wenigen Informationen 
trotzdem eine gute Abschätzung der größten und kleinsten auftretenden Kurzschlussströme 
gelingen muss. Aufgrund des rechentechnischen Aufwands macht es dabei wenig Sinn, sehr 
viele unterschiedliche Szenarien zu rechnen. Stattdessen wird versucht, durch Vereinfachungen 
und Annahmen den worst- und best-case abzuschätzen, so dass die tatsächlich auftretenden 
Kurzschlussströme immer innerhalb der Abschätzung bleiben.  

6.1 Ersatzschaltbilder der Zweipole für die Kurzschlussstromberechnung 
Zur Speisung des Kurzschlusses tragen alle drehenden Maschinen, also Generatoren und 
Motoren, sowie zusammengefasste Ersatznetze bei. Wie Bild 23 zu entnehmen ist, ist der 
Anfangskurzschlusswechselstrom eine fiktive Größe, die im Moment des Kurzschlusseintritts 
auftritt. Für die Berechnung der Kurzschlussstrombeträge der Generatoren ist daher ihr 
subtransientes Modell in Admittanzform aus Bild 24 zu verwenden.  

 
Bild 24: subtransientes Ersatzschaltbild des Generators 

mit der Admittanz 
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  (6.1) 

Es wird herangezogen, da I  ausschließlich auf den Läuferflüssen basiert, die im Moment des 
Übergangs vom fehlerfreien auf den fehlerbehafteten Zustand konstant bleiben. Für 
Asynchronmaschinen wird stattdessen das transiente Ersatzschaltbild verwendet. 

 
Bild 25: transientes Ersatzschaltbild der Asynchronmaschine 
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mit der Admittanz 

 s
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  (6.2) 

Ersatznetze werden mit dem Ersatzschaltbild aus Bild 26 nachgebildet 

 
Bild 26: Ersatzschaltbild des Ersatznetzes 

mit der Admittanz 
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  (6.3) 

Sie wird aus dem R/X-Verhältnis des Netzes und seiner Kurzschlussleistung kS  berechnet 

 2
k N nN1,1S Y U   (6.4) 

Nichtmotorische Lasten tragen nicht zur Speisung des Kurzschlussstroms bei. Sie werden 
entweder als passive Zweipole nachgebildet, als Knotenstrom oder als äquivalente Admittanz, 
die in KKY  integriert wird. 

 
Bild 27: Ersatzschaltbild der nichtmotorischen Last 

6.2 Exakte Berechnung 
Die exakte Berechnung des Anfangskurzschlusswechselstroms ist nur in der Systemführung 
möglich, da insbesondere der Schaltzustand einen sehr großen Einfluss auf die auftretenden 
Ströme hat und der Netzzustand vor dem Kurzschluss z. B. in Form von estimierten 
Knotenspannungen bekannt sein muss. Werden nun die aus der Knotenstromgleichung 

 KK K KY u i   (6.5) 

bekannten Knotenströme, die sich aus der Summe der Terminalströme der am jeweiligen 
Knoten angeschlossenen Zweipole zusammensetzen, ersetzt durch die in Kapitel 6.1 
eingeführten Ersatzschaltungen, so wird aus Gl. (6.5) 
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Dabei ist Y  eine Diagonalmatrix mit den Admittanzen der Zweipole auf der Hauptdiagonale 
und q

"i  der Quellenstromvektor. Da die nichtmotorischen Lasten vollständig als Admittanz 
nachgebildet wurden, enthält q

"i  an den jeweiligen Stellen Nullen. KKY  ist aufgrund der 
zusätzlichen Hauptdiagonalelemente in jedem Fall invertierbar.  

Findet nun am Knoten i ein satter, dreipoliger Kurzschluss statt, so ist die Knotenspannung an 
diesem Knoten gleich Null und dem dort ggf. eingespeisten Quellenstrom überlagern sich die 
Kurzschlussstrombeiträge der anderen Zweipole zum Summenkurzschlussstrom kI   
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  (6.7) 

Gl. (6.7) wird gelöst, in dem aus dem Gleichungssystem die i-te Zeile und Spalte gestrichen 
werden. Das so reduzierte Gleichungssystem lässt sich nach dem fehlerbehafteten 
Knotenspannungsvektor K,ku  auflösen, mit dem anschließend mit der gestrichenen i-ten Zeile 

kI  berechnet wird. 

In der Systemführung müssen die Auswirkungen eines möglichen Kurzschlusses an jedem 
Knoten abgeschätzt werden, so dass Gl. (6.7) für jeden Kurzschlussort aufgestellt und gelöst 
werden muss. Mit der heutigen Rechentechnik und der Möglichkeit zur Parallelisierung hält 
sich die Rechenzeit auch bei größeren Netzen in Grenzen. Der Aufwand lässt sich jedoch 
minimieren, wenn die (reduzierte) Systemmatrix des zu lösenden Gleichungssystems 
unabhängig vom Fehlerort und damit konstant ist. In diesem Fall müsste das Gleichungssystem 
nur einmal aufgestellt und invertiert werden. Dies lässt sich bei weiterhin exakter Berechnung 
der Kurzschlussströme und -spannungen mit dem Überlagerungsverfahren erreichen. 

6.3 Überlagerungsverfahren nach Helmholtz und Thévenin 
Das Überlagerungsverfahren geht davon aus, dass sich der fehlerbehaftete Zustand berechnen 
lässt durch die Superposition des fehlerfreien Zustands und eines Änderungszustands. Damit 
wird aus Gl. (6.6) 

 
KK K K,k q K,k

KK K,k K,k

Δ ΔY u u i i

Y u i
  (6.8) 

Gl. (6.8) setzt sich zusammen aus dem Ausgangszustand 

 KK K qY u i   (6.9) 

und dem Änderungszustand 
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 KK K,k K,kΔ ΔY u i   (6.10) 

Da, wie oben beschrieben, die Systemmatrix des Gleichungssystems unabhängig vom 
Kurzschlussort sein soll und KKY  invertierbar ist, kann Gl. (6.10) direkt in Impedanzform 
angegeben werden 

 KK K,k K,kΔ ΔZ i u   (6.11) 

Um nun die in Gl. (6.7) beschriebenen Bedingungen bei einem Kurzschluss an Knoten i zu 
erhalten, muss für die Fehlerstelle gelten 

 K,k, K,Δ i iU U   (6.12) 

Da der Fehlerstrom nur am kurzschlussbehafteten Knoten i auftritt und die Quellströme der 
Generatoren und Motoren im Moment des Kurzschlusseintritts konstant bleiben, ist K,kΔi  nur 
am Knoten i nicht Null. Somit lautet Gl. (6.11) ausführlich 
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  (6.13) 

Aus der i-ten Zeile von Gl. (6.13) kann ,kΔ iI  direkt ermittelt werden 

 ,k
,

1Δ i i
i i

I U
Z

  (6.14) 

und danach die Änderungen der Knotenspannungen durch Multiplikation der i-ten Spalte der 
Impedanzmatrix mit ,kΔ iI  berechnet werden. Der so erhaltene Änderungszustand wird 
abschließend entsprechend Gl. (6.8) mit dem Ausgangszustand vor dem Kurzschluss 
überlagert. Der Änderungszustand wird auch Thévenin-Spannung genannt. 

Das Überlagerungsverfahren lässt sich auch bildlich veranschaulichen. In Bild 28 ist das Netz 
inkl. aller nichtmotorischen Lasten, Querglieder, motorischer Lasten und Generatoren als 
Blackbox zusammengefasst und nur der fehlerbehaftete Knoten i herausgeführt. Der 
Fehlerzustand (links) setzt sich damit zusammen aus dem Ausgangszustand (Mitte) sowie dem 
Überlagerungszustand (rechts), der die Spannungsbedingung an der Fehlerstelle herstellt. 

 
Bild 28: Prinzip des Überlagerungsverfahrens 
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Die Wahl des Fehlerorts erfolgt beim Überlagerungsverfahren wie gezeigt nur durch Ändern 
der rechten Seite des Gleichungssystems aus Gl. (6.13), ohne dass eine neue, reduzierte 
Systemmatrix aufgestellt und invertiert werden muss. Sei D  die Diagonalmatrix von KKZ , 
dann lassen sich die Änderungszustände für Kurzschlüsse an allen Knoten in einem Schritt 
direkt berechnen. 
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  (6.15) 

6.4 Methode der Ersatzspannungsquelle an der Fehlerstelle 
Für die exakte Bestimmung der Kurzschlussströme muss ein dezidierter Systemzustand in Form 
eines konsistenten Knotenspannungsvektors verfügbar sein. Dies ist in der Planungsphase nicht 
der Fall, da Informationen über die Last- und Verbrauchssituation nur abgeschätzt werden 
können und ein Schaltzustand angenommen werden muss. Die Methode der 
Ersatzspannungsquelle an der Fehlerstelle nach der Norm IEC 60909 ist daher ein Verfahren, 
das ohne Betriebsdaten auskommt und die größtmöglichen und kleinstmöglichen 
Kurzschlussströme an einem Knoten abschätzen soll.  

Die Methode ist angelehnt an das Überlagerungsverfahren. Allerdings steht der dort benötigte 
Ausgangszustand aufgrund des Mangels an betrieblichen Informationen nicht zur Verfügung, 
so dass hier nur der Änderungszustand betrachtet wird. Hierzu wird das Netz wie folgt 
vereinfacht: 

 Da nichtmotorische Lasten als Admittanz in das Knotenstromgleichungssystem 
eingehen und die über ihnen abfallenden Spannungen im Kurzschlussfall klein sind, 
können sie vernachlässigt werden. Somit ist die Unschärfe, die sich aus der unbekannten 
Lastsituation ergibt, aus der Kurzschlussstromberechnung eliminiert. 

 Aus demselben Grund der geringen Leiter-Erde-Spannungen im Kurzschlussfall 
werden auch die Querglieder der Betriebsmittel (das betrifft in erster Linie die 
Kapazitäten der Leitungen) vernachlässigt.  

 Um die Erzeugungssituation zu eliminieren, werden alle Quellen im Netz passiviert, 
d. h. Stromquellen geöffnet und Spannungsquellen kurzgeschlossen.  

 Die Querglieder der Motoren, Generatoren und Ersatznetze bleiben erhalten. 

Auf diese Art und Weise entsteht ein quellenfreies, leerlaufendes Netz mit einem 
angenommenen Schaltzustand, welches außer den Quergliedern der Motoren, Generatoren und 
Ersatznetze keine Verbindung zur Erde hat.  

An der Fehlerstelle wird nun eine Ersatzspannungsquelle ersU  angeschlossen, die den 
Fehlerstrom treibt. Da die tatsächliche, für das Überlagerungsprinzip benötige Spannungshöhe 
fehlt, wird sie anhand der Netznennspannung und eines Korrekturfaktors c approximiert. 

 nN
ers 3

UU c   (6.16) 

Der beschriebene Aufbau ist in Bild 29 dargestellt. 
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Bild 29: Methode der Ersatzspannung an der Fehlerstelle 

Es ist erkennbar, dass die Kurzschlussstrombeiträge der Maschinen und Ersatznetze bei diesem 
Ansatz in etwa proportional zu ihrer Queradmittanz sind. Die Methode der 
Ersatzspannungsquelle an der Fehlerstelle versucht, in der Nähe der Fehlerstelle die 
Kurzschlussstromverhältnisse möglichst gut abzubilden. Bei steigender elektrischer Entfernung 
zum Kurzschlussort steigt allerdings der Abschätzungsfehler. Selbiges gilt genauso auch für 
die Spannungsverhältnisse. 

Die Vernachlässigung der Querglieder und Lastadmittanzen führt tendenziell dazu, dass die 
Kurzschlussströme zu klein abgeschätzt werden. Dies kann durch den Korrekturfaktor c 
kompensiert werden. IEC 60909 schreibt für Übertragungsnetze vor 

 
1,1 für die Berechnung der größten Kurzschlussströme
1,0 für die Berechnung der kleinsten Kurzschlussströme

c   (6.17) 

In der Verteilnetzebene ist auch 1c  möglich. 

Die Abschätzung der größten Kurzschlussströme wird benötigt, um die Betriebsmittel, 
Isolatoren, Sammelschienen und Schalter so auszulegen, dass sie den größtmöglichen 
thermischen, mechanischen und elektrischen Beanspruchungen standhalten. Dagegen wird die 
Abschätzung der kleinsten Kurzschlussströme für die korrekte Parametrierung der Schutzgeräte 
benötigt, damit diese auch einen Fehler mit nur geringen Auswirkungen auf die Strom- und 
Spannungsverhältnisse sicher erkennen und abschalten können.  

Die Berechnung der Kurzschlussströme erfolgt analog zur Lösung des Gleichungssystems des 
Überlagerungsverfahrens, da die Systemmatrix konstant und invertierbar ist. Bei einem Fehler 
am i-ten Knoten wird zunächst aus der i-ten Zeile der Anfangskurzschlusswechselstrom 
bestimmt. In der Regel ist diese Information in der Planungsphase ausreichend, so dass das 
Verfahren beendet werden kann. Um auch die Ströme auf den Leitungen und die Beiträge der 
einzelnen Generatoren berechnen zu können, lassen sich die Spannungseinbrüche durch 
Multiplikation der i-ten Spalte des Gleichungssystems mit dem 
Anfangskurzschlusswechselstrom ermitteln. 

Das Gleichungssystem ist dem des Überlagerungsverfahrens ähnlich. 

LY CY dYqI
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6.5 Impedanzkorrektur 
Wie beschrieben, entstehen bei der Methode der Ersatzspannungsquelle an der Fehlerstelle 
größere Fehler. Erfahrungsgemäß werden die Kurzschlussstrombeiträge der Kraftwerke 
(Synchronmaschinen) bis zu 40 % zu klein abgeschätzt und die Beiträge der Motoren 
(Asynchronmaschinen) zu groß. Da die inneren Quellen der Maschinen passiviert wurden, 
bleibt als einzige Möglichkeit zur Korrektur des jeweiligen Kurzschlussstrombeitrags eine 
Anpassung der Innenimpedanz, um den Beitrag künstlich zu erhöhen bzw. zu reduzieren.  

Das Vorgehen wird anhand eines Generators hergeleitet, der vor dem Kurzschluss im 
Bemessungspunkt betrieben wurde, d. h. es gilt 
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Tritt nun an den Generatorklemmen ein satter, dreipoliger Kurzschluss auf, so fließt bei 
Vernachlässigung des Ankerwiderstands aR  der Fehlerstrom 
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  (6.20) 

Derselbe Fall würde mit dem Verfahren der Ersatzspannungsquelle an der Fehlerstelle 
nachgebildet durch 

 ers nN
k,F

d dj j 3
c U c UI
X X

  (6.21) 

Damit nun k,GI  und k,FI  übereinstimmen, wird in Gl. (6.21) zur subtransienten Längsreaktanz 
ein Korrekturfaktor Gk  hinzugefügt und die Ströme gleichgesetzt. 
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  (6.22) 

Auflösen nach Gk  liefert 
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  (6.23) 
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Mit der Beschreibung des Generatorstroms aus Gl. (6.19) und 
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  (6.24) 

kann Gl. (6.23) auch ausgedrückt werden 
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  (6.25) 

Da der Imaginärteil im Nenner von Gk  klein ist gegenüber dem Realteil, kann er vernachlässigt 
werden, so dass ein reellwertiger Korrekturfaktor entsteht 

 nN
G

rG d rG1 sin
U ck
U x

  (6.26) 

Gk  liegt in der Regel im Wertebereich kleiner Eins. Er verringert also die Impedanz des 
Generators und erhöht somit seinen Kurzschlussstrombeitrag. 

Die Herleitung des Korrekturfaktors für Motoren ist identisch. Üblicherweise stimmt die 
Bemessungsspannung mit der Netznennspannung überein, so dass gilt 

 M
S rM1 sin

ck
x

  (6.27) 

Mk  liegt in der Regel im Wertebereich größer Eins. Er vergrößert also die Impedanz des Motors 
und reduziert somit seinen Kurzschlussstrombeitrag. 
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7 Stabilität 
Die Stabilität eines Elektroenergiesystems beschreibt die Eigenschaft der Generatoren, sowohl 
bei Laständerungen als auch bei Netzfehlern mit anschließender Fehlerklärung im 
Synchronismus zu bleiben. Das System wird dabei durch eine Vielzahl unterschiedlich großer 
Generatoren – überwiegend Synchronmaschinen – gespeist. Mit ihren großen Schwungmassen 
sorgen sie bei Ausgleichsvorgängen im Netz für eine gewisse Trägheit des Gesamtsystems, so 
dass sich dieses einfacher regeln lässt. Die Generatoren bestimmen damit die Stabilität des 
Systems. 

Im Allgemeinen wird unter Stabilität die Winkelstabilität der Generatoren verstanden. Diese 
unterscheidet sich in  

 die statische Stabilität (Kleinsignalstabilität), die die Existenz stabiler Arbeitspunkte, 
d. h. die Fähigkeit der Generatoren zur Aufrechterhaltung ihres Synchronismus in 
Abhängigkeit von ihrem Belastungszustand nachweisen soll 

 die transiente Stabilität, die die Fähigkeit der Generatoren untersucht, nach einer 
größeren Störung wieder in einen stabilen Arbeitspunkt zurück zu finden. 

Daneben gibt es noch die Frequenzstabilität (Langzeitstabilität) und die Spannungsstabilität, 
die beide in diesem Kapitel nicht behandelt werden. 

7.1 Generatormodelle 
Für die Untersuchung der statischen und transienten Stabilität sind unterschiedliche 
Generatorersatzschaltungen heranzuziehen. Die Modellierung als Strom- und Spannungsquelle 
ist gleichwertig. Während die Stromquelle im Rahmen der Netzberechnung auf Basis von 
Admittanzmatrizen vorteilhaft ist, ist die Darstellung als Spannungsquelle vor allen für die 
Stabilitätsberechnung anschaulicher.  

Da bei der statischen Stabilität stationäre Bedingungen herrschen, wird das bekannte 
Ersatzschaltbild mit der Polradspannung hinter der synchronen Impedanz verwendet, die sich 
aus dem Ankerwiderstand und der synchronen Längsreaktanz zusammensetzt.  

 G a d
G

1 jZ R X
Y

  (7.1) 

 
Bild 30: stationäres Generatormodell 

Die Polradspannung ist linear abhängig von der Drehzahl ω des Generatorläufers und vom 
Erregerstrom fI . Bei einer plötzlich auftretenden Störung reagieren die Läuferströme 
sprungartig, um die Flussverkettungen konstant zu halten. Dieser Sprung wirkt sich auch stark 
auf die Polradspannung aus, so dass diese für die Berechnung transienter Vorgänge nicht 
verwendet werden kann.  
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Die transiente Spannung hängt im Gegensatz zur Polradspannung nicht vom Erregerstrom 
sondern von den Läuferflussverkettungen ab. Da die Effekte in der Dämpferwicklung 
vernachlässigt werden, weist auch sie einen Sprung auf, dieser ist aber deutlich kleiner. Hinzu 
kommt, dass die transiente Spannung nach dem Fehlereintritt nur geringfügig abklingt, so dass 
sie in guter Näherung im transienten Bereich als hinreichend konstant angenommen werden 
kann.  

Das Ersatzschaltbild ähnelt dem für die stationären Berechnungen. Neben der transienten 
Spannung bzw. dem transienten Quellenstrom wird die transiente Längsreaktanz verwendet, 
die etwa einem Fünftel der synchronen Längsreaktanz entspricht. 

 G a d
G

1 jZ R X
Y

  (7.2) 

 
Bild 31: transientes Generatormodell 

Das stationäre und das transiente Modell sind im Zeigerbild zusammengefasst. 

 
Bild 32: Zeigerbild des Synchrongenerators 

Die Polradspannung befindet sich rotorfest in der Querachse q des Generators. Über ihren 
Winkel in Bezug auf den Winkel der Referenzspannung NU  lässt sich die Rotorposition 
bestimmen.  
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7.2 Bewegungsgleichung des Rotors 
Die Bewegungsgleichung eines Generatorläufers lässt sich aus dem Drallsatz 

 J MM   (7.3) 

ableiten. Dabei ist Ω die räumliche Rotorwinkelgeschwindigkeit. Sie wird durch Multiplikation 
mit der Polpaarzahl des Generators in die elektrische Winkelgeschwindigkeit umgerechnet. 

 L Lp   (7.4) 

Auf den Generator wirken das von der Turbine bereit gestellte mechanische Drehmoment MM  
sowie das aus der Leistungsabgabe in das Netz resultierende elektrische Drehmoment eM . Mit  

 L 0LLL   (7.5) 

ergibt sich für den Generator ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung 
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  (7.6) 

Für die Bewertung der Stabilität ist es allerdings zweckmäßiger, nur die Änderung der 
Winkelposition des Rotors zum mit Nennfrequenz umlaufenden System zu betrachten. Somit 
wird aus Gl. (7.6) 
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  (7.7) 

bzw. in expliziter Form 
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Die Arbeitspunkte des Generators und der Turbine werden üblicherweise als Leistungen und 
nicht als Drehmomente angegeben. Über den Zusammenhang 
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lassen sich die Drehmomente aus Gl. (7.8) eliminieren. 
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Die Frage, ob ein Generator stabil bleibt, entscheidet sich innerhalb weniger Sekunden nach 
dem Störungseintritt und ggf. der Klärung. Es ist daher zulässig, anzunehmen, dass der Rotor 
aufgrund seiner großen Trägheit weiterhin in etwa synchron mit dem Netz mitläuft. 

 L 0   (7.11) 
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Mit der mechanischen Zeitkonstanten 
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und der Annahme aus Gl. (7.11) kann ein Faktor mk  eingeführt werden 
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mit dem sich Gl. (7.10) weiter vereinfacht 
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7.3 Ersatznetzmodell 
Ersatznetze werden wie Generatoren als Zweipole modelliert, allerdings grundsätzlich mit 
synchron umlaufendem Spannungszeiger. Dieser ergibt sich aus der Lösung der 
Leistungsflussberechnung für den stationären Arbeitspunkt vor dem Fehlereintritt und bleibt 
bei der Verwendung von Änderungsgrößen während des Ausgleichsvorgangs konstant. 

 
Bild 33: Strom- und Spannungsquellenersatzschaltbilder des Ersatznetzes 

7.4 Transfiguration des Netzes auf die Generatorknoten 
In der klassischen Stabilitätsberechnung werden die Generatoren und Ersatznetze als 
Spannungsquellen nachgebildet. Dies hat den Nachteil, dass zu den k tatsächlichen Netzknoten 
noch g fiktive, innere Generatorknoten hinzukommen. Da für die Stabilitätsberechnung nur die 
Generatorströme und -quellenspannungen benötigt werden, kann das Netz auf die inneren 
Generatorknoten reduziert werden. Diese Vorgehensweise wird Transfiguration genannt. 
Hierzu werden die nichtmotorischen Lasten als äquivalente Admittanzen LY  ausgedrückt und 
auf der Hauptdiagonalen in die Knotenadmittanzmatrix integriert, so dass alle Ströme an den 
Netzknoten mit Ausnahme der Generatorströme Null sind. Somit besteht das Gleichungssystem 
jetzt aus den k Netzknoten und g inneren Generatorknoten, die über die Generatorimpedanz GY  
mit dem Anschlussknoten verbunden sind. 
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Mit der Generatorinzidenzmatrix KGK , die die Verbindung eines Generators mit einem Knoten 
beschreibt und genauso gebildet wird wie KTK , kann das Netzgleichungssystem wie folgt 
aufgestellt werden 
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  (7.16) 

Mit der Vereinfachung 

 T
KK,G,L KK L GKG KGY Y Y K Y K   (7.17) 

liefert das Auflösen der oberen Gleichung nach Ku  und Einsetzen in die untere Gleichung  
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Gl. (7.18) hat jetzt nur noch die Dimension g g . Sie ist voll besetzt und im Fall einer 
symmetrischen KKY  ebenfalls symmetrisch. Ihre Diagonalelemente heißen 
Speisepunktadmittanzen und ihre Nichtdiagonalelemente Übertragungsadmittanzen. 

7.5 Statische Stabilität 
Unter statischer Stabilität wird das Vermögen der Generatoren verstanden, unter stationären 
Bedingungen synchron mit dem Netz zu bleiben. Die Berechnung der statischen Stabilität ist 
folglich die Suche nach der Existenz stationärer, stabiler Arbeitspunkte, wobei neben der 
Wirkleistungseinspeisung des Generators weitere Einflussgrößen wie z. B. die 
Spannungsregelung berücksichtigt werden.  

7.5.1 Veranschaulichung anhand des Ein-Maschinen-Problems 

Zur Veranschaulichung der statischen Stabilität dient das Netz aus Bild 34. Alle Betriebsmittel 
sind als rein induktiv angenommen. Der Generator speist über einen Transformtor und ein 
Doppelleitungssystem in ein Netz ein.  

 
Bild 34: Ein-Maschinen-Problem 

Daraus resultiert das folgende Ersatzschaltbild 

 
Bild 35: Ersatzschaltbild des Ein-Maschinen-Problems 

Der Leistungsaustausch zwischen dem Netz und dem Generator ist bestimmt durch die inneren 
Spannungen und die Impedanzen der Betriebsmittel 
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Mit der Vorgabe einer rein reellwertigen inneren Netzspannung und durch die Zerlegung der 
Polradspannung in Betrag und Winkel lässt sich aus Gl. (7.19) der Wirkleistungsaustausch 
leicht ermitteln. 
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Da das Netz rein induktiv ist, entspricht die vom Netz aufgenommene Wirkleistung exakt der 
vom Generator bereitgestellten.  

 N GP P   (7.21) 

Die Leistungskennlinie ist in Bild 36 dargestellt. 

 
Bild 36: Arbeitspunkte des Generators 

Die Schnittpunkte dieser Leistungskennlinie mit der Turbinenleistung sind mögliche, stationäre 
Arbeitspunkte des Generators, da in ihnen Leistungsgleichgewicht herrscht. In einem 
Gedankenexperiment soll nun herausgefunden werden, ob die Arbeitspunkte stabil sind.  

Hierzu wird zuerst der linke AP betrachtet: 

 Würde der Generator geringfügig beschleunigt, so wächst der Polradwinkel gegenüber 
dem synchron umlaufenden System leicht an. In diesem Moment speist der Generator 
mehr Leistung in das Netz ein, als er aus der Turbine erhält. Diese Leistungsdifferenz 
entnimmt er seiner kinetischen Energie, d. h. er wird wieder langsamer und der 
Polradwinkel kleiner. Somit findet der Generator in seinen Arbeitspunkt zurück. 

 Würde der Generator geringfügig abgebremst, so sinkt der Polradwinkel gegenüber dem 
synchron umlaufenden System leicht ab. In diesem Moment speist der Generator 
weniger Leistung in das Netz ein, als er aus der Turbine erhält. Diese Leistungsdifferenz 
fließt in seine Rotationsgeschwindigkeit, d. h. er wird wieder schneller und der 
Polradwinkel größer. Somit findet der Generator in seinen Arbeitspunkt zurück.
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Folglich ist der linke Arbeitspunkt stabil. Für den rechten Arbeitspunkt gilt: 

 Würde der Generator geringfügig beschleunigt, so wächst der Polradwinkel gegenüber 
dem synchron umlaufenden System leicht an. In diesem Moment speist der Generator 
weniger Leistung in das Netz ein, als er aus der Turbine erhält. Diese Leistungsdifferenz 
fließt in seine Rotationsgeschwindigkeit, d. h. er wird noch schneller und der 
Polradwinkel noch größer. Somit entfernt sich der Generator weiter von seinem 
Arbeitspunkt und findet nicht wieder dahin zurück. 

 Würde der Generator geringfügig abgebremst, so sinkt der Polradwinkel gegenüber dem 
synchron umlaufenden System leicht ab. In diesem Moment speist der Generator mehr 
Leistung in das Netz ein, als er aus der Turbine erhält. Diese Leistungsdifferenz 
entnimmt er seiner kinetischen Energie, d. h. er wird noch langsamer und der 
Polradwinkel noch kleiner. Somit entfernt sich der Generator weiter von seinem 
Arbeitspunkt und findet nicht wieder dahin zurück. 

Folglich ist der rechte Arbeitspunkt instabil. Aus Bild 36 kann abgeleitet werden, dass es eine 
Stabilitätsgrenze bei π/2 gibt und dass ein kleinerer Polradwinkel eine höhere statische Stabilität 
bedeutet.  

7.5.2 Allgemeine Berechnung der statischen Stabilität 

Die Bestimmung der statischen Stabilität lässt sich auch auf ein Eigenwertproblem 
zurückführen, da es sich bei den Auslenkungen im Gedankenexperiment um Kleinsignale 
handelt. Für g Generatoren wird aus Gl. (7.14)  
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  (7.22) 

Aus der trigonometrischen Abhängigkeit der Generatorleistungen ep  vom Polradwinkel 
resultiert ein nichtlineares Differentialgleichungssystem der Bewegungsgleichungen der 
Generatoren, welches durch eine Taylorreihenentwicklung um einen angenommenen 
Arbeitspunkt linearisiert werden muss. 
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Der linearisierte Anteil wird in die Systemmatrix mit aufgenommen. Da bei der Linearisierung 
von einem stationären Arbeitspunkt ausgegangen wurde, heben sich Tp  und e,0p  auf. Folglich 
verbleibt 
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Die Eigenwerte der Systemmatrix aus Gl. (7.24) geben das Eigenschwingungsverhalten der 
ungeregelten Generatoren zueinander wieder. Solange kein Eigenwert einen positiven Realteil 
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aufweist, ist das System statisch stabil. Die Ableitung der Wirkleistungsabgabe nach dem 
Polradwinkel erfolgt auf die gleiche Weise wie die Bildung der entsprechenden Untermatrix 
bei der Leistungsflussberechnung in Polarkoordinaten. 

Im Fall des Ein-Maschinen-Problems ist  
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  (7.25) 

Daraus ergibt sich als charakteristisches Polynom 
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mit den Eigenwerten 
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Solange p,0cos 0 , also p,0
π

2  ergibt sich ein komplexes Eigenwertpaar ohne Realteil. 
Der Generator ist demnach statisch stabil. Wird p,0

π
2 , also p,0cos 0 , ergibt sich ein 

reellwertiges Eigenwertpaar, wovon einer der Eigenwerte positiv ist. Der Generator ist also 
statisch instabil. 

7.5.3 Maßnahmen zur Erhöhung der statischen Stabilität 

Um die statische Stabilität zu erhöhen, ist es erforderlich, einen möglichst hohen Abstand zur 
Stabilitätsgrenze zu wahren und im Arbeitspunkt einen möglichst hohen Gradienten der 
Generatorleistung zu erzielen, damit das synchronisierende Moment der Generatoren steigt. 
Entsprechend Gl. (7.20) kommen hierfür mehrere Möglichkeiten in Frage. Um bei konstantem 

GP  ein möglichst kleines psin  zu erreichen, kann der Zähler vergrößert oder der Nenner 
verkleinert werden. 

Den Nenner zu verkleinern bedeutet, die Impedanz zwischen dem Generator und dem Netz zu 
verringern. Dies kann geschehen durch einen hohen Vermaschungsgrad, Mehrfachleitungen 
oder durch Reihenkompensation des dominierenden, induktiven Anteils.  

Da die Netzspannung nicht bzw. nur in einem sehr kleinen Bereich geregelt werden kann, bleibt 
als einzige Möglichkeit, den Zähler zu vergrößern, die Regelung der Polradspannung. Dies 
erfolgt über die Erregermaschine. Die Polradspannung ist eine lineare Funktion des 
Erregerstroms. Zur Vereinfachung wird der Erregergrad ε der Synchronmaschine eingeführt 
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Damit wird aus Gl. (7.20) 
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Durch übererregte Fahrweise vergrößert sich die Kippleistung des Generators und der stabile 
Arbeitspunkt verschiebt sich in Richtung kleinerer Polradwinkel. Für unterschiedliche 
Erregergrade sind die Leistungskennlinien in Bild 37 dargestellt. 

 
Bild 37: Einfluss der Erregung auf den Arbeitspunkt 

Es zeigt sich, dass die statische Stabilität mit sinkender Erregung abnimmt. Eine hohe Erregung, 
einhergehend mit einer hohen Blindleistungsabgabe des Generators an das Netz, wirkt sich also 
positiv auf die Stabilität aus. Niedrige Erregung ist erforderlich, wenn aus dem Netz bereits 
hinreichend viel Blindleistung bereitgestellt wird und der Generator nur schwach übererregt 
oder sogar untererregt fahren muss, um den Blindleistungshaushalt auszugleichen. Anders als 
bei den meisten netztechnischen Problemen ist die größte Gefahr für die statische Stabilität 
somit nicht das hochbelastete, sondern das leerlaufende Netz, da die Leitungen in diesem Fall 
stark unternatürlich betrieben werden und große Mengen Blindleistung bereitstellen. Dies kann 
durch Entmaschung zum Teil aufgefangen werden. 

7.6 Transiente Stabilität 
Unter transienter Stabilität wird die Fähigkeit der Generatoren verstanden, nach einer größeren 
Störung im Energieversorgungsnetz wieder in einen stabilen Arbeitspunkt zurück zu finden. 
Als größtmögliche Störung wird in der Regel der dreipolige Kurzschluss herangezogen. Er führt 
auf der einen Seite zu einem erheblichen Leistungsungleichgewicht und ist auf der anderen 
Seite symmetrisch, so dass die Berechnung ausschließlich im Mitsystem erfolgen kann. 

Im Gegensatz zur statischen Stabilität sind die Auslenkungen bei der transienten Stabilität so 
groß, dass eine Linearisierung um den Arbeitspunkt vor dem Fehlereintritt nicht angewendet 
werden kann, da die Linearisierungsfehler zu große werden. Stattdessen muss die 
Bewegungsgleichung der Generatoren durch numerische Integration gelöst werden, um den 
Verlauf der Rotorschwingungen zu erhalten, mit denen sich die Zeitverläufe der weiteren 
elektrischen und mechanischen Größen berechnen lassen. Im Gegensatz zur Rotorbewegung 
sind die elektrischen Ausgleichsvorgänge im Netz so schnell abgeklungen, dass es als stationär 
betrachtet werden kann. Die Vermischung von stationärer Netzberechnung und dynamischer 
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Rotorwinkelberechnung resultiert in einem Algebro-Differentialgleichungssystem, wie es für 
die quasistationäre Netzberechnung üblich ist. Da sich die Fragen der transienten Stabilität 
innerhalb weniger Sekunden klären, können folgende Annahmen getroffen werden: 

 Die vom Rotor in den Stator induzierte Spannung ist konstant, da die Spannungsregler 
innerhalb dieser kurzen Zeitperiode noch nicht greifen.  

 Die Turbinenleistung bleibt konstant, da die Turbinenregelung wesentlich träger ist. 
 Die nichtmotorischen Lasten bleiben konstant und können weiterhin als äquivalente 

Admittanzen berücksichtigt werden. 
 Die Frequenzregelung greift noch nicht ein. 

Mit Ausnahme der ersten Annahme wird hierdurch in Verbindung mit dem dreipoligen 
Kurzschluss der worst-case abgebildet, so dass sich ein Generator in der Realität sogar stabiler 
verhalten würde als berechnet.  

7.6.1 Veranschaulichung anhand des Ein-Maschinen-Problems 

Wie schon bei der statischen Stabilität soll das Prinzip der transienten Stabilität anhand des Ein-
Maschinen-Problems aus Bild 34 veranschaulicht werden. Hierzu wird ein 
sammelschienennaher, dreipoliger Kurzschluss auf einer der beiden Leitungen angenommen, 
der durch Abschalten der fehlerbehafteten Leitung geklärt wird. Daraus resultieren für den 
Zustand vor dem Fehler, während des Fehlers und nach Fehlerklärung die untenstehenden 
Ersatzschaltbilder. 

 
Bild 38: Ersatzschaltbild vor dem Störungseintritt 

 

 
Bild 39: Ersatzschaltbild während des Fehlers 

 

 
Bild 40: Ersatzschaltbild nach Fehlerklärung 
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Es werden zunächst für den fehlerfreien Fall die Startwerte für  und U  bzw. qI  auf Basis 
des Lastflussergebnisses berechnet. Der Generator befindet sich dabei im stabilen Arbeitspunkt. 
Mit der Generatorklemmenspannung GU  ergibt sich 

 j
GdGe jU U U X I   (7.30) 

mit 

 N   (7.31) 

In der Regel wird der Netzspannung der Referenzwinkel Null zugeordnet, so dass . Da 
genau wie die Polradspannung auch die transiente Spannung rotorfest ist, kann  für die 
Bewegungsgleichung verwendet werden. Vor dem Fehlereintritt herrschen stationäre 
Verhältnisse, somit sind die Startwerte für die Zustandsgrößen der Bewegungsgleichung alle 
Null. 

Durch den dreipoligen Kurzschluss kann der Generator keine Leistung mehr an das Netz 
abgeben. Der Generatorstrom springt auf den Kurzschlussstrom 
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  (7.32) 

Es handelt sich um einen reinen Blindstrom. Die von der Turbine bereitgestellte Leistung geht 
vollständig in die Beschleunigung des Generators.  

 m Tk Pm Tk Pm T   (7.33) 

Somit wächst der transiente Spannungswinkel für die Dauer der Fehlerklärung quadratisch mit 
der Zeit an 
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Ab dem Moment der Fehlerklärung, in dem der Generator den transienten Spannungswinkel 
FK  aufweist, kann der Generator entsprechend seiner Leistungskennlinie wieder Wirkleistung 

an das Netz abgeben. Durch die topologische Veränderung aufgrund der Leitungsabschaltung 
hat sich die Kennlinie nach unten gestaucht. Es zeigt sich, dass der Generator mehr Leistung in 
das Netz abgibt, als er aus der Turbine erhält. Somit wird er – wie schon aus der statischen 
Stabilität bekannt – gebremst. Da der Rotor nun deutlich schneller als das Netz ist, muss er 
hinreichend lange gebremst werden, bis er wieder synchron läuft. Bis dahin steigt der transiente 
Spannungswinkel weiter an. Ein solcher Punkt der Synchronität kann nur links vom instabilen 
Arbeitspunkt gefunden werden, anderenfalls würde der Generator bereits wieder beschleunigt 
und „dreht durch“: Er ist dann transient instabil und muss vom Netz getrennt werden.  

In diesem ersten Punkt der Synchronität ist die abgegebene Leistung zwangsläufig größer als 
die Turbinenleistung, so dass der Rotor gebremst wird und der transiente Spannungswinkel 
wieder kleiner wird. Die Rotorgeschwindigkeit ist somit kleiner als die Netzfrequenz, so dass 
er über den stabilen Arbeitspunkt hinausschießt und wieder beschleunigt werden muss. Es zeigt 
sich, dass der Generator durch eine gedämpfte Schwingung in den neuen stabilen Arbeitspunkt 
findet. Der Vorgang ist in Bild 41 dargestellt. 
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Bild 41: Beschleunigungs- und Bremsflächen zur Bestimmung der transienten Stabilität 

Die Frage der transienten Stabilität kann also damit beantwortet werden, ob es den genannten 
ersten Punkt der Synchronität gibt. Dieser lässt sich über die Änderung der kinetischen Energie 
des Generators bestimmen. Während des Fehlers erfährt der Rotor einen Zuwachs an 
kinetischer Energie 
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Dieser Zuwachs ist proportional zum Produkt aus der Turbinenleistung und der 
Winkeldifferenz vor und nach dem Fehler. Das Produkt entspricht einer Fläche in Bild 41, die 
aus diesem Grund Beschleunigungsfläche BeschlF  genannt wird.  

Dieselbe Überlegung kann auch für den Zeitbereich, in dem der Rotor gebremst wird, angestellt 
werden, so dass sich eine Bremsfläche BremsF  bestimmen lässt 

 
max

FK

Brems T G dF P P   (7.36) 

Existiert eine Lösung für Gl. (7.36) in Form eines max  , für die gilt 

 Brems max BeschlF F   (7.37) 

so ist der Generator transient stabil. 



7.6  Transiente Stabilität 77 

 

 
Bild 42: Verlauf des Rotorwinkels und der Drehzahl bei transienter Stabilität 

 

 
Bild 43: grenzstabiler Verlauf des Rotorwinkels und der Drehzahl 

 

 
Bild 44: instabiler Verlauf des Rotorwinkels und der Drehzahl 

Es zeigt sich, dass die Frage der transienten Stabilität nicht allgemein in Abhängigkeit des 
Belastungszustands des Generators beantwortet werden kann, sondern von weiteren Faktoren 
wie dem Fehlerort und der Fehlerdauer abhängt.  
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7.6.2 Allgemeine Berechnung der transienten Stabilität mit mehreren Generatoren 

In Netzen mit mehreren Generatoren entfällt in der Regel der Bezug auf ein starres Netz. 
Vielmehr rückt hier das Schwingverhalten der Generatoren untereinander in den Vordergrund. 
Bei einem Netz mit g Generatoren ergibt sich ein Differentialgleichungssystem der Ordnung 
2 g entsprechend Gl. (7.22). Aus den Generatorströmen und transienten Spannungen können in 
jedem Zeitpunkt die Generatorleistungen ep  berechnet und damit die DGL durch numerische 
Integration gelöst werden. Es ergeben sich die Verläufe der Polradschwingungen, deren Form 
über das Vorliegen von transienter Stabilität entscheidet. Schwingen die Winkel auf einen 
neuen stationären Wert ein und bleiben dabei zusammen, so liegt transiente Stabilität vor. 
Entfernt sich einer der Winkel von den anderen, so ist dieser Generator transient instabil.  

Als Bezugsgröße kann an Stelle des Referenzwinkels eines Ersatznetzes auch das 
Winkelzentrum der Generatoren herangezogen werden. Es berechnet sich aus dem gewichteten 
Mittelwert der einzelnen Generatorwinkel 
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Die Generatoren schwingen dann um ihr gemeinsames Winkelzentrum. Durch topologische 
Gegebenheiten im Netz können sich auch Generatorgruppen bilden, die jeweils ein eigenes 
Winkelzentrum ausbilden. Dies erlaubt, die Generatoren zu aggregieren und nur den Verlauf 
des Winkelzentrums zu berechnen, um den Berechnungsaufwand zu minimieren.  

 
Bild 45: Beispielnetz für mehrere Maschinen 

 

 
Bild 46: stabiler Winkel- und Drehzahlverlauf bei einer Fehlerdauer von 150 ms 

 

~ ~
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Bild 47: grenzstabiler Winkel- und Drehzahlverlauf bei einer Fehlerdauer von 425 ms 

 

 
Bild 48: instabiler Generator 1 bei einer Fehlerdauer von 426 ms 

 

7.6.3 Maßnahmen zur Erhöhung der transienten Stabilität 

Gutes transientes Stabilitätsverhalten wird erreicht, wenn ausreichend Reserven für die 
Bremsfläche zur Verfügung stehen. Dazu muss das Verhältnis aus Kippleistung und 
Turbinenleistung möglichst groß werden. Dies wird erreicht durch: 

 betragsmäßig große transiente Spannungen U , d. h. ein hoher Erregungsgrad und 
damit einhergehend kleine transiente Winkel   

 kleine Netzimpedanzen, die ähnlich wie bei der statischen Stabilität durch hohe 
Vermaschung und Reihenkompensation erreicht werden können 

 selektive und schnelle Fehlerklärung 
 schnelle Turbinenregelung 
 Dämpfung der Rotorbewegung durch zusätzliche Regler, sogenannte Power System 

Stabilizer (PSS) 
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8 Modellierung von Quer- und Längsfehlern 
Im elektrischen Energieversorgungsnetz ist das Auftreten von Fehlern unvermeidlich. Sie 
müssen daher bei der Netzplanung und -führung mitberücksichtigt werden, um das System im 
Fehlerfall nicht zu gefährden. Im Allgemeinen wird zwischen Quer- und Längsfehlern 
unterschieden: 

 Querfehler sind Fehler, die „quer“ zur Energieflussrichtung auftreten. Es entsteht eine 
leitende Verbindung von einem Leiter zur Erde oder zu (mindestens) einem anderen 
Leiter. Je nach Fehlerart und Höhe des Fehlerstroms wird von Erdschluss (einphasig, 
kleiner Fehlerstrom), Erdkurzschluss (einphasig, großer Fehlerstrom) oder 
(mehrphasigem) Kurzschluss mit und ohne Erdberührung gesprochen.  

 Längsfehler sind Fehler, die „längs“ zur Energieflussrichtung auftreten. Es kann sich 
auf der einen Seite um einen ungewollten Anstieg der Längsimpedanz handeln, der bis 
hin zur Unterbrechung der Verbindung führt. Auf der anderen Seite gehört auch das 
Überbrücken einer gewollten Unterbrechung (z. B. Schalterfehler) zu den Längsfehlern.  

Quer- und Längsfehler können sowohl symmetrisch als auch unsymmetrisch, einzeln oder als 
Mehrfachfehler in beliebiger Kombination an unterschiedlichen Stellen im Netz auftreten. Dies 
ist für einige Fehlerarten nicht unüblich. Beispielsweise kann es nach einem einpoligen 
Erdschluss aufgrund der Spannungsüberhöhung in den gesunden Leitern zu einem 
Doppelerdschluss kommen, wenn die Isolation an anderer Stelle der höheren Spannung nicht 
standhalten kann. 

Üblicherweise werden bei der Fehlerberechnung die Ströme und Spannungen an der 
Fehlerstelle unter Zuhilfenahme der symmetrischen Komponenten verwendet. Diese können je 
nach Fehlerart auf unterschiedliche Weise zusammengeschaltet werden. Bei Mehrfachfehlern 
wird dies schnell unübersichtlich. Mit dem von Bernd R. Oswald entwickelten 
Fehlermatrizenverfahren lässt sich die Zusammenschaltung der Systeme besonders einfach 
durchführen, in dem die Fehlerbedingungen systematisch in die Stromgleichung integriert 
werden. Das Fehlermatrizenverfahren ist damit eine mathematische Beschreibung dieser 
Verschaltung. Daneben bietet es eine Reihe weiterer Vorteile: 

 Alle zu invertierenden Matrizen sind nicht singulär. 
 Die Anzahl der Knoten und Betriebsmittel bleibt konstant und ändert sich nicht z. B. in 

Abhängigkeit des Schaltzustands. 
 Es lassen sich auch impedanzlose (Y ) Querfehler und admittanzlose ( Z ) 

Längsfehler ohne numerische Näherung integrieren. 

 

8.1 Fehlerbedingungen 
Als Fehlerbedingungen werden die Strom-Spannungs-Beziehungen an der Fehlerstelle 
bezeichnet. Im Drehstromsystem ergeben sich unabhängig vom Koordinatensystem immer drei 
fehlerabhängige, duale Spannungs- und Stromnebenbedingungen, die zu den 
Fehlerbedingungen zusammengefasst werden können. Diese Nebenbedingungen lassen sich 
durch eine charakteristische 3 3  Fehlermatrix F ausdrücken.  
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8.1.1 Fehlerbedingungen in natürlichen Koordinaten 

Zur Modellierung von Querfehlern werden an der betroffenen Stelle Fehlerimpedanzen FZ  in 
das Gleichungssystem eingebaut, über die der Fehlerstrom FI  fließen kann.  

 
Bild 49: Modellierung von Querfehlern 

In fehlerfreien Leitern ist der Fehlerstrom Null. In fehlerbehafteten Leitern entsteht über die 
Fehlerimpedanz eine neue Masche, bei deren Umlauf die Summe der Spannungen Null sein 
muss. Diese beiden Bedingungen lassen sich mit der Fehlermatrix F ausdrücken. 

 
F,a

F,b

F,c

I
I
I

F 0   (8.1) 

sowie 

 
F,a F,aa

T
F,b F,bb

F,c F,cc

U Z I
U Z I
U Z I

E F 0   (8.2) 

Zur Modellierung von Längsfehlern werden an der betroffenen Stelle Fehleradmittanzen FY  in 
das Gleichungssystem eingebaut, über die die Fehlerspannung FU  abfällt. 

 
Bild 50: Modellierung von Längsfehlern 

In fehlerfreien Leitern ist die Fehlerspannung Null. In fehlerbehafteten Leitern entsteht durch 
die Admittanz eine Verzweigung, an der der erste Kirchhoffsche Satz gelten muss. Diese beiden 
Bedingungen lassen sich erneut mit der Fehlermatrix F ausdrücken. 

F,aZ F,bZ F,cZ

a
b
c

aU bU cU

F,aI F,bI F,cI

F,aY
a

b

c

F,aU

F,bY

F,bU

F,cY

F,cU

bI

aI

cI
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F,a

F,b

F,c

U
U
U

F 0   (8.3) 

sowie 

 
a F,a F,a

T
b F,b F,b

c F,c F,c

I Y U
I Y U
I Y U

E F 0   (8.4) 

 
Tabelle 5: Fehlerbedingungen und Fehlermatrizen 

Querfehler  Längsfehler  Fehlermatrix 

ohne 
Querfehler 

F,a

F,b

F,c

0
0
0

I
I
I

  ohne 
Längsfehler 

F,a

F,b

F,c

0
0
0

U
U
U

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

einpoliger 
Kurzschluss 

F,a F,aa

F,b

F,c

0
0
0

U Z I
I
I

 einpolige 
Unterbrechung 

a F,a F,a

F,b

F,c

0
0
0

I Y U
U
U

 
0 0 0
0 1 0
0 0 1

 

zweipoliger 
Kurzschluss 
mit 
Erdberührung 

F,a

F,b F,bb

F,c F,cc

0
0
0

I
U Z I
U Z I

 zweipolige 
Unterbrechung 

F,a

b F,b F,b

c F,c F,c

0
0
0

U
I Y U
I Y U

 
1 0 0
0 0 0
0 0 0

 

dreipoliger 
Kurzschluss 
mit 
Erdberührung 

F,a F,aa

F,b F,bb

F,c F,cc

0
0
0

U Z I
U Z I
U Z I

 dreipolige 
Unterbrechung 

a F,a F,a

b F,b F,b

c F,c F,c

0
0
0

I Y U
I Y U
I Y U

 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 

zweipoliger 
Kurzschluss 
ohne 
Erdberührung 

F,a

F,b F,c

F,c F,cc

F,b F,bb

0
0

0

I
I I

U Z I

U Z I

    

1 0 0
0 1 1
0 0 0

 

dreipoliger 
Kurzschluss 
ohne 
Erdberührung 

F,a F,b F,c

F,b F,bb

F,a F,aa

F,c F,cc

F,a F,aa

0

0

0

I I I

U Z I

U Z I

U Z I

U Z I

   

1 1 1
0 0 0
0 0 0
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Für die Hauptfehler sind die Fehlermatrizen in natürlichen Koordinaten in Tabelle 5 gegeben. 
Hauptfehler bedeutet hierbei Symmetrie zu Phase a. Alle anderen Fehler bilden sich analog 
durch Setzen der Nullen und Einsen in den entsprechenden Zeilen und Spalten der Fehlermatrix. 

Es zeigt sich, dass Quer- und Längsfehler mit denselben Fehlermatrizen beschrieben werden 
können und dual zueinander sind. Lediglich für den zweipoligen und dreipoligen Kurzschluss 
ohne Erdberührung gibt es keinen analogen Längsfehler. 

Für den fehlerfreien Fall entspricht die Fehlermatrix der Einheitsmatrix. Damit sind 
entsprechend Gl. (8.1) die Fehlerströme automatisch gleich Null. In Gl. (8.2) wird der erste 
Term Null, so dass keine künstlichen, numerisch großen Impedanzen angenommen werden 
müssen. Gleiches gilt analog auch für die Längsfehler. Es müssen keine künstlichen, numerisch 
großen Admittanzen eingefügt werden, um eine impedanzlose Verbindung bzw. admittanzlose 
Unterbrechung zu modellieren. 

8.1.2 Fehlerbedingungen in symmetrischen Komponenten 

Die Beschreibung der Fehlerbedingungen in symmetrischen Komponenten erfolgt analog zu 
den natürlichen Koordinaten. Mit der Transformationsmatrix SKT  werden neben der 
Systemmatrix Z  auch die Fehlermatrix sowie die Fehlerimpedanzen bzw. -admittanzen in die 
modale Form überführt. Für die Fehlermatrix ergibt sich 

 1
SK SK SKF T F T   (8.5) 

In symmetrischen Komponenten wird die Fehlermatrix komplexwertig. Mit 

 1
F,SK SK F SKZ T Z T   (8.6) 

bzw.  

 1
F,SK SK F SKY T Y T   (8.7) 

lassen sich die Quer- und Längsfehler analog zu den natürlichen Koordinaten berechnen. Für 
die Querfehler gilt 

 

F,1

SK F,2

F,0

F,1 F,11
T
SK F,1 F,22

F,0 F,00

I
I
I

U Z I
U Z I
U Z I

F 0

E F 0

  (8.8) 

und für die Längsfehler 
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F,1

SK F,2

F,0

1 F,1 F,1
T
SK 2 F,2 F,2

0 F,0 F,0

U
U
U

I Y U
I Y U
I Y U

F 0

E F 0

  (8.9) 

Dabei ist 

 
T TT 1 T 1 1T T

SK SK SK SK SK SK SKF T F T T F T T F T   (8.10) 

Es ist zweckmäßig und anschaulich, den Fehler zunächst in natürlichen Koordinaten zu 
formulieren, anschließend in das Modalsystem zu transformieren und dort zu berechnen. Die 
tatsächlichen Leitergrößen werden abschließend durch Rücktransformation ermittelt.  

Das beschriebene Vorgehen ist auch für jede andere Modaltransformation möglich.  

8.2 Allgemeine Beschreibung von Querfehlern 
Zur Berechnung unsymmetrischer Fehler müssen alle Komponentensysteme berücksichtigt 
werden und das bekannte Knotenstromgleichungssystem um das Gegen- und Nullsystem 
erweitert werden. Aus den skalaren Koeffizienten werden jeweils 3 3  Matrizen. 

 

1,1 1,2 1, K,1 K,1

2,1 2,2 2, K,2 K,2

,1 ,2 , K, K,

KK K K

n

n

n n n n n n

u iY Y Y
u iY Y Y

u iY Y Y

Y u i

1 n1,n1 n

2,n

,

, ,, , , ,

,n,

  (8.11) 

mit 

 
1, ,

, 2, ,

0, ,

i j

i j i j

i j

Y
Y

Y
Y   (8.12) 

Im Fehlerfall überlagert sich dem Knotenstrom ein Fehlerstrom 

 

1,1 1,2 1, K,1 K,1 F,1

2,1 2,2 2, K,2 K,2 F,2

,1 ,2 , K, K, F,

KK K K F

n

n

n n n n n n n

u i iY Y Y
u i iY Y Y

u i iY Y Y

Y u i i

1 n1,n1 n

2,n

,

, ,,, , , ,

,n,

  (8.13) 

Für jeden einzelnen Knoten lassen sich nach Tabelle 5 eine Fehlermatrix und eine 
Fehlerimpedanzmatrix aufstellen. Alle Knotenfehlermatrizen werden zu einer Fehlermatrix 
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KF  zusammengefasst, die blockdiagonale Form hat. Es lassen sich also beliebig viele, 
gleichzeitig auftretende, unterschiedliche Fehler berechnen. Entsprechend Gl. (8.8) gilt 

 
K,1 F,1

K F

K, F,n n

F i
F i 0

F i
K F

,

F iK FK F   (8.14) 

sowie für die Spannungsnebenbedingungen 

 

T
K,1 F,1K,1 F,1

T
K FK F

T
F,K, F,K, nn nn

E F u Z i
E F u Z i 0

u Z iE F

T
K

, ,,

E F KE F T
K   (8.15) 

Auflösen von Gl. (8.13) nach dem Fehlerstrom und Einsetzen in Gl. (8.14) und Gl. (8.15) 
resultiert in 

 K KK K KF Y u i 0   (8.16) 

und 

 T
K F KKK K KE F u Z Y u i 0   (8.17) 

Umformen von Gl. (8.17) resultiert in 

 T T
K F KK K FK KE F E Z Y u E F Z i 0   (8.18) 

Gl. (8.18) ist eine Spannungsnebenbedingung. Sie wird durch linksseitige Multiplikation mit 
KKY  in eine Stromnebenbedingung umgeformt und mit Gl. (8.16) gleichgesetzt. 

 T T
K KK KK K F KK K FK K K KF Y u i Y E F E Z Y u E F Z i   (8.19) 

Mit der Hilfsmatrix 

 T
ZF KK K FF Y E F Z   (8.20) 

wird Gl. (8.19) aufgelöst und wieder in die bekannte Form der Stromgleichung gebracht 

 
T

K KK KK FZ KK K K FZK K

KK,F K K,F

F Y Y E F Y F u F F i

Y u i
  (8.21) 

Es zeigt sich, dass durch das Fehlermatrizenverfahren Modifikationen am Knotenstromvektor 
und der Knotenadmittanzmatrix vorgenommen wurden. Mit ihnen lassen sich nun durch 
Auflösen von Gl. (8.21) nach Ku  die Knotenspannungen im fehlerbehafteten System 
berechnen und anschließend die Fehlerströme bestimmen. 

KKF K Ki Y u i (8.22)

Dabei hat sich die Dimension des Gleichungssystems nicht verändert.  

Sind alle Fehler impedanzlos, so werden sowohl FZ  als auch ZFF  zu Nullmatrizen. Damit 
vereinfacht sich Gl. (8.21) zu 
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 T
K KK KK KK K KK KF Y Y Y F u F i   (8.23) 

Im fehlerfreien Fall werden KF  zur Einheitsmatrix und T
KE F  zur Nullmatrix. Es ergibt sich 

wieder das Ausgangsgleichungssystem.  

8.3 Allgemeine Beschreibung von Längsfehlern 
Längsfehler stellen eine Veränderung des physikalischen Verhaltens der Betriebsmittel dar. Sie 
werden daher nicht in die Knotenstromgleichungen, sondern stattdessen in das 
Gleichungssystem der Terminalströme integriert. Ziel ist es auch hier, ohne zusätzliche 
Hilfsknoten auszukommen, die die Größe des Gleichungssystems abhängig von der Fehlerart 
und Fehleranzahl verändern. Die Modellierung von Längsfehlern wird hier aufgrund der 
erhöhten Relevanz am Beispiel eines Vierpols vorgenommen. Sie ist in der gleichen Form auch 
an allen anderen Betriebsmitteln möglich.  

Genau wie bei den Querfehlern wird das bekannte Terminalstromgleichungssystem um Gegen- 
und Nullsystem ergänzt, so dass sich anstelle eines Skalars jeweils eine 3 3  Matrix ergibt. 

 AA ABA A

BA BBB B

i uY Y
i uY Y

  (8.24) 

An jedem Terminal kann ein Längsfehler in Form einer Fehlerspannung modelliert werden, die 
sich der Terminalspannung überlagert. 

 F,AAA ABA A

F,BBA BBB B

ui uY Y
ui uY Y

  (8.25) 

Dabei gelten die Spannungsnebenbedingungen 

 T,A F,A

T,B F,B

uF
0

uF
  (8.26) 

und die Stromnebenbedingungen 

 F,A F,AT A
T

F,B F,BB

uYi
E F 0

uYi
  (8.27) 

Für das gesamte Netz ergibt sich analog 

 TT T Fi Y u u   (8.28) 

mit den Fehlerbedingungen 

 T FF u 0   (8.29) 

und 

 T
T FT FE F i Y u 0   (8.30) 

Genau wie bei den Querfehlern wird zunächst die fehlerbehaftete, abhängige Größe – in diesem 
Fall die Terminalströme – durch Einsetzen von Gl. (8.28) in Gl. (8.30) eliminiert. 
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 T
T T T FT FE F Y u Y Y u 0   (8.31) 

Anschließend werden die Spannungsnebenbedingungen durch linksseitige Multiplikation mit 
der Hilfsmatrix 

 H T FY Y Y   (8.32) 

in Stromnebenbedingungen umformuliert, die mit den Stromnebenbedingungen aus Gl. (8.31) 
gleichgesetzt werden. 

 T
T T H H TT F FE F Y u Y u Y F u   (8.33) 

Gl. (8.33) wird wieder in die übliche Stromgleichungsform gebracht 

 T T
H T H H T T TF TY F Y Y F u E F Y u   (8.34) 

und kann nach Fu  aufgelöst werden, es sein denn, ein quergliederfreies Betriebsmittel wird 
beidseitig admittanzlos abgeschaltet.  

 
1T T

H T H H T T T FF TF T Tu Y F Y Y F E F Y u Z Y u   (8.35) 

Einsetzen von Gl. (8.35) in die Terminstromgleichung ergibt 

 T T FF T T,FT T Ti Y Y Z Y u Y u   (8.36) 

Durch das Fehlermatrizenverfahren werden folglich lediglich die Koeffizienten von TY  und 
damit das physikalische Verhalten der Betriebsmittel entsprechend des Fehlers angepasst. Da 

TY  und T,FY  dieselbe Dimension haben, kann T,FY  ebenfalls für das Aufstellen einer 
Knotenadmittanzmatrix KK,FY  verwendet werden. Somit können gleichzeitig beliebige Quer- 
und Längsfehler in einem Netz berechnet werden. 

Wie beschrieben kann Gl. (8.35) für den Fall eines beidseitig abgeschalteten, quergliederfreien 
Betriebsmittels nicht aufgestellt werden. Das liegt daran, dass in diesem Fall Teile des 
Betriebsmittels referenzspannungsfrei vom Netz getrennt werden und die resultierende, zu 
invertierende Systemmatrix singulär wird. Da in einem solchen Fall das Betriebsmittel 
unabhängig von den anliegenden Terminalspannungen an den abgeschalteten Phasen keinen 
Strom transportieren kann, ist es zweckmäßiger, diesen Längsfehler nicht mit dem 
Fehlermatrizenverfahren zu modellieren, sondern in der resultierenden Gl. (8.36) in T,FY  die 
entsprechenden Koeffizienten direkt durch Null zu ersetzen.  

Insbesondere Zweipole haben oft eine innere Stromquelle. Für den Fall aktiver Betriebsmittel 
kann das Fehlermatrizenverfahren ebenfalls in der oben beschriebenen Form angewendet 
werden, wenn der Quellenstrom entsprechend mitgeführt wird. Aus Gl. (8.35) wird 

 FF TF T qu Z Y u i   (8.37) 

und aus Gl. (8.36) 

 T FF T T,FT T q T q,Fi E Y Z Y u i Y u i   (8.38) 
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8.4 Symmetrische Fehler 
Im symmetrischen Drehstromsystem sind das Gegen- und Nullsystem passiv, so dass es 
ausreicht, dass Mitsystem zu betrachten. Selbiges gilt auch für symmetrische Fehler, d. h. 
dreipolige Querfehler mit und ohne Erdberührung sowie dreipolige Unterbrechungen. Für 
diesen Fall vereinfacht sich das Verfahren dahingehend, dass statt der Matrizen nur noch skalare 
Werte für das Mitsystem benötigt werden. Der fehlerfreie Zustand wird dann durch eine „1“ 
und der fehlerbehaftete durch eine „0“ ausgedrückt. Darüber hinaus funktioniert das Verfahren 
wie beschrieben.  

Zur Modellierung von admittanzlosen, symmetrischen Schalthandlungen ist es effizienter, 
komplett auf das Fehlermatrizenverfahren zu verzichten und die angepassten Koeffizienten 
direkt in die Terminaladmittanzmatrix einzutragen. Für den Vierpol sind die Ergebnisse in 
Tabelle 6 dargestellt. 

 
Tabelle 6: Auswirkungen von Schalthandlungen auf die Admittanzmatrizen von Vierpolen 

A B 
Fehler-
matrix 

Leitung Trafo 

zu zu 
1 0
0 1

 A M M

M B M

Y Y Y
Y Y Y

 
AA AB

2
BA BB

Y Y

Y Y
 

zu offen 
1 0
0 0

 
B C

A
B C

0

0 0

Y YY
Y Y  

2
AB BB AB

AA AB
BB

0

0 0

Y Y YY Y
Y  

offen zu 
0 0
0 1

 A C
B

A C

0 0

0 Y YY
Y Y

 2
2 BA AA BA

BB BA
AA

0 0

0 Y Y YY Y
Y

 

offen offen 
0 0
0 0

 
0 0
0 0

 
0 0
0 0

 

 


